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Zusammenfassung

Das empfehlenswerte Lehrbuch Reactive Systems [AILS07] bildet
die Grundlage eines Moduls, das seit 2013 im Bachelor Informa-
tik an der Technischen Universitdt Berlin angeboten wird. Bis 2014
war es Pflichtmodul mit der Bezeichnung Spezifikation und Semantik
(bzw. Theoretische Grundlagen der Informatik 4). Ab 2015 wird es als
Wahlpflichtmodul unter dem Namen Reaktive Systeme gefiihrt.

Das vorliegende Dokument listet die fiir das Modul notwendi-
gen Definitionen und Theoreme des genannten Lehrbuchs in deut-
scher Sprache. Das Dokument ist bei weitem keine Ubersetzung des
kompletten Lehrbuchs ins Deutsche, da es auf Erklarungen, Texte
und Beispiele verzichtet. Es dient eher als schnelles Nachschlage-
werk und hilt sich weitgehend an die Notationen des Lehrbuchs.

Soweit moglich, verwenden wir bei Ubereinstimmungen mit
dem Lehrbuch die exakt gleichen Referenz-Zihler. Oftmals wer-
den Definitionen und Aussagen im Lehrbuch jedoch im Fliefstext
eingefiihrt; in diesen Féllen verwenden wir einen separaten Zahler.
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2 Die Sprache CCS

2.1 Definition (LTS; Definition 2.1 in [AILS07])
Ein beschriftetes Transitionssystem (LTS),
gelegentlich auch Transitionsgraph genannt,
ist ein Tripe]E|

(Proc, Act, Tran)

mit:
e Proc ist eine Menge von Zustinden (oder Prozessen);
e Act ist eine Menge von Aktionen (oder Beschriftungen); und
e Tran C Proc x Act x Proc ist eine Transitionsrelation.

. . 04
Wir schreiben auch s —1,,, s’ anstelle von (s, «,s’) € Tran.

. . [0 4 04
Wir schreiben auch s — s’ anstelle von s —1an 8.

. . . o . [0 8
Wir schreiben s 7 s’, falls es kein s’ gibt mit s < s’

Ein LTS ist endlich, falls sowohl Proc als auch Act endlich sind;
ansonsten nennen wir es unendlich.

2.2 Definition (Alternative Transitionsrelation)
Die Relation Tran C Proc x Act x Proc wird auch durch die Familie

o
(%)
oeAct

mit % £ {(s,t) | (s, &, t) € Tran} dargestellt.

2.3 Definition (Abkiirzungen)
Wir schreiben:

A ..
e s — s, fiir alle s € Proc;

o s s/ fiiralles,s’ € Proc, « € Act und w € Act”,
falls es t € Proc gibt mit s % t und t > s/;

s —=* s’ fiir alle s, s’ € Proc,
falls es w € Act* gibt mit s = s/;

e s — s’ fiir alle s, s’ € Proc,
falls es « € Act gibt mit s = s/;

[0 .
s — fiir alle s € Proc,
falls es s’ € Proc gibt mit s < s’;

e s — fiir alle s € Proc,
falls es s’ € Proc und « € Act gibt mit s - 5.

IWir bevorzugen hier die Variante aus Remark 2.2 [[AILS07]

2. April 2019 3




2.4 Definition (Erreichbare Zustinde; Definition 2.2 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Seien s,s’ € Proc.
Dann heif$t s’ erreichbar von s, falls s —* s’.
Reach(s) £{s’ € Proc|s —* s’}
ist der von s aus (erreichbare) Zustandsraum.

2.5 Definition (Syntax)
o A ist eine abzdhlbar unendlich grofie Menge von (Kanal-)Namen;
e A2 {a|ac A}istdie Menge der Co-Namen;

e L 2 AUA ist die Menge der Beschriftungen;
wir benutzen die Metavariablen a, b, .. .;

e Act £ £ U{ T }ist die Menge der Aktionen.
wir benutzen die Metavariablen «, f3, .. ..

Esgilta=a.
Wir schreiben L £ {a | a € L} fiir beliebige L C £.
Es gibt kein 7.

e X ist eine abzdhlbar unendlich grofie Menge von Prozesskonstanten;
wir benutzen die Metavariablen A, ... K, ...
sowie die konkreten Konstanten A, ..., K, ...
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2.6 Definition (Syntax; Definition 2.3 in [AILS07])
Die Menge P der CCS-Ausdriicke ist gegegeben durch folgende Gram-
matik:

Pu=K|aP| ) Pi|PIP|PIf]|P\A

e K € X ist eine Prozesskonstante;
tiir jede konkret benutzte Konstante K muss eine Definition der
Form
K=P

angegeben werden.

e « € Act ist eine Aktion;

[ ist eine (potenziell abzdhlbar unendlich grofie) Indexmenge;

f: Act — Act ist eine Umbenennungsfunktion mit

flr) = 7
f(a) = f(a) firallea € £

e A C A ist eine Menge von Namen;

als Abkiirzungen gelten:

02) P; Pi+P % Y P

ief ie{1,2}

es gilt Operatorenvorrang in absteigender Folge entsprechend:

— Restriktion P\ A und Umbenennung P [f],
— Prafix o.P,

— Parallelkomposition P; | Py, und

- Summe ) ;P;.

2.7 Definition (Umbenennung) Sei A £ 1laj,...,an} C A eine Menge paar-
weise verschiedener Aktionsnamen. Oft benutzen wir die Schreibweise

P[bl/al,...,bn/an]

firm > 1und {by,...,bn} C A.

Dies entspricht dem CCS-Ausdruck P [f], wobei

neben der explizit angezeigten Definition f(a;) = b;

implizit (neben f(a;) = b;i) auch f(x) = « fiir alle « € Act\ (AUA) gilt.
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2.8 Definition (Semantik)
(P, Act, Tran) wird wie folgt bestimmt:

e P ist die Menge der CCS-Prozesse gemif3 Definition
e Act ist die Menge von Aktionen gemif3 Zusatz

e Tran ist definiert durch die folgenden acht Ableitungs-Regeln:

ACT

o.P =P
Pk—>P{<
SUMy x furkEI
ier Pi = Py
X
CON P_OZP fiir K 9
K= P/
X /
COM1 Pjp
PIQ—=P'[Q
X !
%
COM2 QO(Q
PIQ—=P|Q’

P3P Q3(Q
PIQ5P|Q

COM3

X D/
RES P;’P fir {o, W} NA =0
P\A = P'\A

REL
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2.9 Definition (VP-CCS Syntax)
Die Menge PP der VP-CCS-Ausdriicke ist gegegeben durch:

P:=YqPi| PIP| PIf] | P\A
‘ K(eq,...,en) ‘ a(e).P ‘ a(x).P | if ¢ then P else P

x € X ist eine Variable;

e ¢ei..., e, €€ sind Ausdriicke (auch tiber Variablen)
zur Berechnung von Datenelementen;

e v €V C € ist die Menge von berechneten Datenelementen bzw.
Werten;

e ¢ € B C & sind bool’sche Ausdriicke, mit { true, false } C V;
e eval : £ — V ist eine terminierend berechenbare Auswertefunktion;
e fiir jede konkret benutzte Konstante K muss eine Definition der

Form

K(x1,...,%n) d:efP

angegeben werden, die alle Variablen in P auflistet.
e die Mengen X, V, und Act sind paarweise disjunkt;

e alle weiteren Komponenten wie in Definition

2.10 Definition (Substitution) Sei X = {x1,...,Xn} € X mitn > 1 eine Men-
ge paarweise verschiedener Variablen. Die Schreibweise

P{Vl/xll---lvn/xn}

mit { vy,...,vn } € V entspricht einer Ersetzungsfunktion auf dem CCS-
Ausdruck P — als Meta-Operation aufSerhalb des Kalkiilsﬂ — die alle
freien Vorkommen von x; in P konsistent durch das jeweilige v; ersetzt. .

2.11 Definition (VP-CCS Semantik)
(iPVP, Act¥P, Tra nVP) wird bestimmt wie folgt:

o PP ist die Menge der VP-CCS-Prozesse gemaf Definition

o Act'? ist die Menge von Aktionen gemaf3 der Form

x =T ‘ a(v) ‘ a(v)

mit a(v) =a(v) und a(v) = a(v).

e Tran"? ist definiert durch die folgenden Ableitungs-Regeln:

2Im Gegensatz zur Umbenennungsfunktion, die Teil der Syntax des Kalkiils ist.
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ouT fiir eval(e) = v

INP firveV
a(x).P "% piv/x)

PEp Q3¢

COM = fir « £ 1
PIQ—P[Qf
CON P{Vl/Xl,---,Vn/Xn}ﬁ)Pl fﬁrK(Xl,...,Xn) d:efP
K(ey,..., en) = P’ und vi = eval(e;) furalle1 <i<n
X pr
TRUE PP m fiir eval(¢p) = true
if pthenPelseQ — P’
X !
FALSE Q=0 m fiir eval(¢) = false
if p thenPelse Q — Q'
Py = P, .
SUM " furk el
Ziel Py = Pllc
X p/
CoM1 P — P
PIQ=P'Q
X /
COM2 Q j Q
PIQ=P[Qf
RE PSP o
S = falls der Kanalname von « nicht in A vorkommt.
P\A = P'\A
P3P : .
REL = wobei f(o) nur auf dem Kanalnamen von « operiert.
P[] =3 P'[f]
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3 Verhaltensiquivalenzen

3.1 Definition (Aquivalenzrelation; Definition 3.1 in [AILS07])
Sei X eine Menge.
Sei R C X x X eine bindre homogene Relation iiber X.
Wir schreiben auch x Ry, falls (x,y) € R.
R heifdt Aquivalenz[relation],
talls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

o R ist reflexiv, d.h.
fiir alle x € X gilt:
(x,x) € R;

o R ist symmetrisch, d.h.
tiir alle x,y € X gilt:
wenn (x,y) € R, dann auch (y,x) € R;

o R ist transitiv, d.h.
tir alle x,y,z € X gilt:
wenn (x,y) € R und (y,z) € R, dann auch (x,z) € R.

3.2 Definition (Traces)
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Seien

e ke N
® sg,...,Sk € Proc
® ,...,0 € Act

o
so daf fiir alle 1 < j < k eine Transition Sj—1 = s existiert.
Dann heifst oc; - ... - & € Act™ eine Spur bzw. ein Trace in von sp in T.

Traces(s) £ {w &€ Act* | wist Trace von sin T }

3.3 Definition (Trace-Aquivalenz)
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Seien sq, sy € Proc.
Dann heifSen s; und s, Trace-iquivalent, wenn:

Traces(sy) = Traces(s»)
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3.4 Definition (Starke Simulation)

Sei T = (Proc, Act, Tran).

Sei R C Proc x Proc.

R heifst (starke) Simulation, wenn gilt:
fuir alle (sq1,s2) € R,
fur alle o € Act,
fiir alle s{ € Proc
wenn s; — s1,
dann gibt es s, mit s; 5 s} mit (s{,s) € R.

Seien s1, sy € Proc.

e sy wird von sy (stark) simuliert, geschrieben s; < sp,
falls es eine (starke) Simulation R gibt mit (s1,s2) € R.

o sy und sy simulieren sich (stark) gegenseitig, geschrieben s; ~ s,
falls es zwei (starke) Simulationen R; und R, gibt mit

(Sl, Sz) c le und (Sz, 81) c Rz .

3.5 Definition (Alternative Definition fiir Bisimulation)
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei R C Proc x Proc.
R heifst (starke) Bisimulation,
wenn sowohl R als auch R~! eine (starke) Simulation ist.

3.6 Definition (Bisimulation; Definition 3.2 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei R C Proc x Proc.
R heifst (starke) Bisimulation, wenn gilt:

1. fuir alle (s1,s2) € R,
fur alle o € Act,
fiir alle s{ € Proc

[0 4
wenn s; — sy,
. / . 04 / . / /
dann gibt es s;, mit s; — s, mit (s3,s,) € R.

2. fur alle (s1,s2) € R,
fur alle o € Act,
fiir alle s} € Proc

04
wenn sy — s5,
. / . [0 4 / . / /
dann gibt es s; mit s; — s; mit (s3,s,) € R.

Seien s1, sy € Proc.

e sy und sy sind (stark) bisimilar, geschrieben s; ~ s,
falls es eine (starke) Bisimulation R gibt mit (s1,s2) € R.

Die Relation ~ heifst (starke) Bisimulationsiquivalenz bzw. (starke) Bisimi-
laritit.

3Siehe auch Exercise 3.17 [AILS07]
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3.7 Theorem (Theorem 3.1 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran) ein beliebiges LTS.
Dann gilt fiir die Relation ~ auf T:

1.
2.
3.

~ ist eine Aquivalenz.
~ ist die grofite (starke) Bisimulationﬁ

~ erfiillt die (starke) Bisimulationsbedingung, d.hE|
s1 ~ s genau dann, wenn fiir alle x € Act gilt:

0.4 . X .
e wenn s; — sy, dann gibt es s, — s, mit s{ ~ s};

[0 . o8 .
e wenn s, — s}, dann gibt es s; — s; mit s; ~ s).

3.8 Theorem (Theorem 3.2 in [AILS07])
Seien P, Q,R CCS-Prozesse.
Sei P ~ Q.
Dann gilt

1.

AR N

fir alle o € Act : a.P ~ .Q ;
firalleR:P+R~Q+Rund R+P~R+Q;
firalleR:P|R~Q|RundR|P~R|Q;
fir alle Umbenennungen f : P [f] ~ Q[f];
firalle ACA:P\A~Q\A.

4Vergleic:he mit der Relation (J{ B | B ist Bisimulation }.
%im Vergleich zu Definition 3.6 etwas verkiirzt ausgedriickt
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3.9 Definition (Schwache Transition; Definition 3.3 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Seien s, s’ € Proc und « € Act.
Wir schreiben s = s/, falls

1. a =7tund s (3)* s/, oder
2. x£Tund s (&)t > t' ()" s’ fir t,t’ € Proc.

3.10 Definition (Schwache Simulation)

Sei T = (Proc, Act, Tran).

Sei R C Proc x Proc.

R heifst schwache Simulation, wenn gilt:
fir alle (s1,sp) € R,
fir alle & € Act,
fiir alle s{ € Proc
wenn s — s1,
dann gibt es s} mit s, = s) mit (sq,s;) € R.

Seien s, s, € Proc.

e sy wird von sy schwach simuliert, geschrieben s; < s,
falls es eine schwache Simulation R gibt mit (s, s2) € R.

e sy und sy simulieren sich gegenseitig schwach, geschrieben s; = s,
falls es zwei schwache Simulationen R; und R, gibt mit

(s1,82) € Ry und (sy,81) € Ry .

3.11 Definition (Alternative Definition fiir schwache Bisimulation)
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei R C Proc x Proc.
R heifdt schwache Bisimulation,
wenn sowohl R als auch R~! eine schwache Simulation ist.
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3.12 Definition (Schwache Bisimulation; Definition 3.3 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei R C Proc x Proc.
R heifst schwache Bisimulation, wenn gilt:

1. firalle (s1,s7) € R,
fur alle o € Act,
fiir alle s{ € Proc

04
wenn s; — sy,
dann gibt es s, mit sy = s} mit (s{,s}) € R.

2. fiir alle (s1,s2) € R,
fur alle o € Act,
fiir alle s} € Proc

wenn s <5 s,
. . 04 .
dann gibt es s mit s; = s] mit (s, s5) € R.

Seien s1, sy € Proc.

o sy und sy sind schwach bisimilar, geschrieben s; =~ s;,
falls es eine schwache Bisimulation R gibt mit (s, s2) € R.

Die Relation ~ heif$t schwache Bisimulationsiquivalenz bzw. schwache Bisi-
milaritit; ~ heifst auch Beobachtungsiquivalenz.

3.13 Theorem (Theorem 3.3 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran) ein beliebiges LTS.
Dann gilt fiir die Relation ~ auf T:

1. =~ ist eine Aquivalenz.
2. = ist die grofite schwache Bisimulation.

3. = erfiillt die schwache Bisimulationsbedingung, d.hﬁ
$1 = sp genau dann, wenn fiir alle x € Act gilt:

[0 4 . 08 .

e wenn s; — sy, dann gibt es sy = s, mit s{ = s};
04 . (04 N

e wenn s, — s}, dann gibt es s; = s; mit s{ = s).

3.14 Theorem (Theorem 3.4 in [AILS07])
Seien P, Q,R CCS-Prozesse.
Sei P = Q.
Dann gilt

1. far alle @ € Act : a.P = «.Q ;

2. furalleR:P|R=Q|RundR|P=R|Q;
3. fiir alle Umbenennungen f: P[f] = Q [f];
4. furalle ACA:P\A=Q\A.

%im Vergleich zu Definition wiederum verkiirzt ausgedriickt
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4 Fixpunkttheorie

4.1 Definition (Fixpunkt; Teil von Definition 4.4 in [AILS07])
Sei f: D — D eine Abbildung.
Seid € D.
Wenn f(d) = d, dann heifst d Fixpunkt von f.

4.2 Bemerkung Im Rest dieses Dokuments gehen wir implizit immer davon
aus, dass D eine nicht-leere Menge ist.

4.3 Definition (Eigenschaften homogener Relationen; Definition 4.1 in [AILS07])

Sei R: D x D eine beliebige homogene Relation.
Dann heifst R:

reflexiv falls fiir alle a € D : aRa
antisymmetrisch falls fiir alle a,b € D : aZb/AaRb——(bRa)
transitiv falls fiur alle a,b,c € D : aRbAbRc—aRc
linear falls fiirallea,beD: aRbVDbRa

e (D, R) heifst partielle Ordnung
bzw. partiell geordnete Menge (poset),
falls R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

e Eine partielle Ordnung (D, R) heifst totale Ordnung
bzw. total geordnete Menge,
falls R zudem linear ist.

e Wir benutzen typischerweise < oder C
als Metavariable fiir Ordnungsrelationen.

4.4 Definition (Extremwerte)
Sei (D, C) eine partielle Ordnung. Sei A C D.

1. (a) k € A heifst kleinstes Element von A, falls gilt:

YVaeA .kCa

(b) g € A heifSt grofites Element von A, falls gilt:

VaeA .alg

Ein kleinstes Element heif$t auch Minimum von A,
ein grofites Element heifst auch Maximum von A,
notiert als Min(A) bzw. Max(A).

2. (a) u € A heifst minimales Element in A, falls gilt:
VaeA . (a#u——(aCu))
(b) o € A heifst maximales Element in A, falls gilt:

VaeA . (a#0——(oC a))
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4.5

4.6

Bemerkung Beziiglich einer partiellen Ordnung (D, C) existieren Ex-
tremwerte nicht notwendigerweise fiir jede Teilmenge A C D. Minimale
und maximale Elemente sind zudem nicht immer eindeutig.

Definition (Schranken; Definition 4.2 in [AILS07])
Sei (D, C) eine partielle Ordnung. Sei A C D.

1. u € D heifdt untere Schranke von A (bzgl. D), falls gilt:

VaeA.ula

Eine grofite untere Schranke von A (bzgl. D), geschrieben [ ] A,
auch als Infimum von A (bzgl. D) mit inf°(A) bezeichnet,

ist definiert als ein grofstes Element

in der Menge der unteren Schranken von A (bzgl. D).

2. 0 € D heifst obere Schranke von A (bzgl. D), falls gilt:

YVaeA .alCo

Eine kleinste obere Schranke von A (bzgl. D), geschrieben | | A,
auch als Supremum von A (bzgl. D) mit supP (A) bezeichnet,
ist definiert als ein kleinstes Element

in der Menge der oberen Schranken von A (bzgl. D).

4.7 Bemerkung

4.8

4.9

4.10

4.11

Sei (D, C) eine partielle Ordnung.
Dann konnen sowohl [ ] als auch | |
als partielle Funktionen des Typs 2P — D verstanden werden.

Bemerkung Beziiglich einer partiellen Ordnung (D, C) existieren Schran-
ken nicht notwendigerweise fiir jede Teilmenge A C D.

Bemerkung Schranken werden aus D gewdhlt. Sie liegen nicht notwen-
digerweise innerhalb der Menge A, die sie beschranken.

Lemma

Sei (D, C) eine totale Ordnung.

Sei A C D endliche Teilmenge (also #(A) € IN™).
Dann sind inf?(A) € A und supP(A) € A.
Somit sind Minc(A) und Maxc (A) definiert.

Definition (Verband)

Sei (D, C) eine partielle Ordnung.

Falls fiir alle { d1, d } € D

sowohl [ ]{ d1, dy } als auch | |[{ dy, d; } existieren,
dann heifst (D, C) Verband.
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4.12

4.13
4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

Definition (Vollstindiger Verband; Definition 4.3 in [AILS07])
Sei (D, C) eine partielle Ordnung.

Falls fuir alle A C D

sowohl [ ]A als auch | | A existieren,

dann heifst (D, C) vollstindiger Verband.

Dann bezeichnen | £ []Dund T = | |D

jeweils das kleinste bzw. grofite Element von D.

Lemma Jeder endliche Verband ist vollstandig.

Definition (Monotonie; Teil von Definition 4.4 in [AILS07])
Sei (D, C) partielle Ordnung.

Sei f: D — D eine Abbildung.

Dann ist f monoton bzgl. C, falls gilt:

fiir alle d,d’ € D,
wenn d C d’, dann auch f(d) C f(d').

Definition (Definition 4.5 in [AILS07])
Sei D eine Menge. Sei f: D — D.
Fur n € N ist f™ induktiv definiert durch:

9(d) d
fm(q) f(f*(d))

Definition (,Fast”-Fixpunkte)

Sei (D, C) eine partielle Ordnung.

Sei f: D — D eine Abbildung.

Seid € D.

Wenn f(d) C d, dann heifst d Pri-Fixpunkt von f.
Wenn d C f(d), dann heifst d Post-Fixpunkt von f.

> 11>

Theorem (Tarski’s Fixpunkttheorem; Theorem 4.1 in [AILS07])
Sei (D, C) ein vollstandiger Verband.

Sei f: D — D monoton.

Dann gibt es einen grofiten und einen kleinsten Fixpunkt von f,
bestimmt durch:

Zmax = U{XeDlng(X)}
Zmin £ H{XEle(X)EX}

Theorem (Theorem 4.2 in [AILS07])

Sei (D, C) ein endlicher vollstindiger Verband.

Sei f: D — D monoton.

Dann wird der grofite Fixpunkt von f berechnet durch:

Zmax = fM(T)

fiir ein M € IN.
Ebenso wird der kleinste Fixpunkt von f berechnet durch:

Zmin S f™ (L)

fiir ein m € IN.
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4.19 Definition
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Seien p € Proc und « € Act.
Dann heifSen die Elemente von

Der(p, &) = { p’ €Proc|p > p’/ }
a-Nachfolger (bzw. «-Derivatives) von p.

4.20 Definition (Alternative Definition fiir Bisimulation)
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei R : Proc x Proc.
R heifdt (starke) Bisimulation, wenn gilt:

1. VY(p,q) € RV € Act.Vp' € Der(p, «).
3q’ € Der(q, a).(p’,q") € R

2. V(p,q) € RV € Act.Vq’ € Der(q, ).
3p’ € Der(p, «).(p’,q') € R
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4.21

4.22

4.23

Definition (1-Schritt-Bisimulation)
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei R : Proc x Proc.

»vorwirts” Die Relation rl_rR : Proc x Proc ist gegeben durch:

1
e p~x( gdW
1. Va € Act.Vp’ € Der(p,
3q’ € Der(q, «
2. Va € Act.Vq’ € Der(q, «
3p’ € Der(p, «).(p’,q') € R
,riickwirts” Die Funktion J : 2ProexProc _, pProcxProc jot gegeben durch:
¢ TR 2 g
= { (p, q) € ProcxProprngqq }

).
).(p",q") € R
).

Lemma
Sei T = (Proc, Act, Tran). Dann gilt:

1. F ist monoton bzgl. C.
2. R ist (starke) Bisimulation gdw. R C F(R).

Bemerkung
Mit der Beobachtung, dass

~ = [J{ R e2(ProcxProc) | 3 ist (starke) Bisimulation}
_ U R e 2 (ProcxProc) | RC F(R) }

folgt mit Theorem

dass ~ genau dem grofiten Fixpunkt von J entspricht.
Demzufolge kann ~ fiir endliche LTS durch Theorem als

~ = FM(Proc x Proc)

im Verband (2Prc*Prec, C) immer algorithmisch berechnet werden.
Mit ~; £ FH(Proc x Proc) fiir alle i € N gilt zude

1. ~j ist eine Aquivalenz;

2. ~igpp C e~y

7Vergleiche mit Exercise 4.14 in [AILS07].
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5 Hennessy-Milner-Logik

5.1 Definition (HML Syntax; Definition 5.1 in [AILS07])
Die Menge M der HML-Formeln tiber Act ist gegegeben durch:

Fou= | f| FAF| FVF | (x)F | [odF

wobei « € Act.
Wir definieren dazu, fir A ={«4,..., &y } und F beliebig:

o (A)F£ (aq)FV - -V (an)F
o [AJF 2 [oq]FA--- AlanF

mit (§)F = fund [Q]F = #.
Es gilt Operatorenvorrang in absteigender Folge:

e Gleichberechtigt die Modaloperatoren («) und [«] und
e gleichberechtigt die Disjunktion FV F und Konjunktion F/\F.

5.2 Definition (Modaltiefe; S. 126 in [AILS07])
Die Modaltiefe md(F) einer HML-Formel F bezeichnet die
maximale Verschachtelungstiefe von Modaloperatoren in F,
gegeben durch die Funktion md : M — IN mit:

md(#) £ 0
md(f) £ 0
md(F; AFp) £ max{md(F;), md(F,)}
md(F; VF,) £ max{md(F), md(F,)}
md((c)F) £ 1+ md(F)
md([«]F) £ 1+ md(F)
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5.3 Definition (,Model-Checking-Semantik” von HML; S. 96 in [AILS07])

Sei T = (Proc, Act, Tran), mit M definiert iiber Act.
Die Relation [ : (Proc, M) ist induktiv definiert durch:

E ot ftir alle p € Proc

= fiir kein p € Proc

E FAG fallspEFundp k=G

E FVG fallspEFoderp EG

E (oF fallsesp’ € Der(p, «) gibt mit p’ = F
E [«]JF  falls fur alle p’ € Der(p, «) gilt p’ = F

T 8 8 <8 T |

5.4 Definition (Denotationelle HML-Semantik; Def. 5.2 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran), mit M definiert {iber Act.
Die Funktion [-] : M — 2P™c ist induktiv definiert durch:

[#] £ Proc

[f1 = 0
[FAG] & [FINIG]
[FVG] £ [FIUIGI
[()FT = (-o)[FI
[[x]F] £ [o][F]

wobei die Operatoren (-a-), [-o] : 2P70¢ — 2P7°¢ gegeben sind durch:

£ {peProc|3Ip’ €Der(p, «) . p' €8S}
[o]S 2 {p&Proc|Vp'€Der(p, @) .p €S}
5.5 Lemma Es gilt:
pEF genaudann, wenn p € [F]
5.6 Definition
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Als Abkiirzungen im Kontext von Definition
benutzen wir (-Act-), [-Act-] : 2Proc — 2Proc mit;

(Act)S & U (-o)S

[Act]S 2 ) [alS
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5.7 Definition (Negation)
Sei T = (Proc, Act, Tran), mit M definiert iiber Act.
Die Funktion (-)°: M — M ist gegeben durch:

(#)° = f

He = t
(FAG) £ (F°VI(G)C
(FVG) £ (F°A(G)S
()F)¢ = [o (F)°
(ledF)® £ (o) (F)°

Es gilt fiir alle F € M:
1. [(F)°] = Proc\ [FI;
2. (A9 =F.

5.8 Definition
Sei T = (Proc, Act, Tran), mit M definiert tiber Act.
Die Funktion [-] : Proc — 2M ist gegeben durc

[p] & {FeM|pkEF}
Die Funktion [-]<: Proc — 2M ist gegeben durch:
[pI<t 2 (FeM|pEF A md(F) <i)

5.9 Definition (Bild-Endlichkeit; Definition 5.3 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran).

e p € Proc heifst Bild-endlich,
falls fiir alle o € Act : #(Der(p, «)) € IN.

e T heifst Bild-endlich,
falls alle p € Proc Bild-endlich sind.

5.10 Theorem (Hennessy-Milner-Theorem; Theorem 5.1 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran) Bild-endlich.
Seien p, q € Proc.
Dann gilt:

p~q genaudann, wenn [p]=1[ql

p ~iq genaudann, wenn [p]St=[q]s!

8per Overloading, siehe Def.
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6 HML mit Rekursion

6.1 Definition
Sei T = (Proc, Act, Tran), und o € Act.

()™ F 2 () (()"F)
(o) OF 2 F

[o™F 2 [of ([ed™F)
[odOF 2 F

(Act)™™F £ (Act) ((Act)™F)
(Act)’F £ F

[Acti™IF £ [Act] ([ActI™F)
[Act]F 2 F

6.2 Definition (IHML Syntax)
Die Menge M;x; der IHML-Formeln iiber Act mit einer Variablen X,
ist gegegeben durch:

Fou= X|#|f| FAF|FVE | (0F | [«F
wobei o € Act.

6.3 Bemerkung (IHML Rekursion: Syntaktisch)
Rekursives Verhalten wird durch Gleichungen der Form

X = Fx
angegeben, wobei Fx eine ITHML-Formel bezeichnet, in der X vorkommt.

Unter der Annahme, dass Fixpunkte solcher Gleichungen existieren,
spezifizieren wir die Art des gewiinschten Fixpunktes durch

X = FX und X = Fx.
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6.4

6.5

6.6

6.7

Bemerkung (IHML Rekursion: Semantisch)
Sei T = (Proc, Act, Tran), mit M, definiert Giber Act.
Wenn X durch eine Gleichung der Form

X = Fx

spezifiziert ist, dann entspricht dies semantisch (in 2°°¢) der Gleichung
[X] = Op, ([X])

beztiglich einer Funktion
Of, : 2Proc  pProc

(als Instanz von O : My — (2Proc _y pProcyy,

Wenn Of, monoton bzgl. (2°7°¢, C) ist, dann
gibt es nach Tarski sowohl eine grofite als auch eine kleinste Losung:

FIXOr, & U{Se2P°c|SCOr(S)}

fix OF,, N{Se2Prc|0p (S)C S}

Definition (Semantik von THML-Rekursion; Definition 6.1 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran), mit M, definiert Giber Act.

Sei F ¢ M{X}'

Die Funktion Oy : 2Pro¢ — 2Proc jst induktiv definiert durch:

Ox(S) = S

0#(S) £ Proc

Of(S) = 0
OrrG(S) £ Or(S)NOg(S)
Opvg(S) = Op(S)UOG(S)
Or(S) £ (-x-)O(S)
Ogr(S) = [ax]Ok(S)

Lemma

Sei T = (Proc, Act, Tran), mit Mx, definiert iiber Act.
Dann gilt fiir alle F € My;, dass Of monoton bzgl. (27°¢, C) ist.

Theorem (Theorem 6.1 in [AILS07])

Sei T = (Proc, Act, Tran), mit My, definiert tiber Act.

Sei Proc endlich, d.h., #(Proc) € IN.

Sei Fx € M{X}-

Dann gilt (mit Theorem fiir eine Gleichung X = Fx, dass

FIXOf, = (OFX)M(Proc)
fixOr, = (Of,)™(0)
fur m, M € IN.

23
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6.8 Definition (Denotationelle Semantik von THML)
Sei T = (Proc, Act, Tran), mit M, definiert Giber Act.

Die Funktion [ -] : My — 2Proc jst induktiv definiert durch:

[#] £ Proc
[f1 = 0
[FAG] & [FIN[G]
[FVG] £ [FIUIG]
[()F] = (o)[F]
[[dF] =& [o][F]
(x] & {FIXOFX falls X = Fx
fix Of,  falls X = Fx

6.9 Definition
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Es gibt zwei Arten vollstindiger Transitionssequenzen:

e endliche Sequenzen
Po oc#pl 2. ™% pp mit pr 4, und

¢ unendliche Sequenzen
PoSpr 3. B, T

6.10 Definition
Sei T = (Proc, Act, Tran), mit M, definiert iiber Act.
Haufig benutzte Formelschemata sind gegeben wie folgt:

Inv(F) : X "™ FA[ActIX

Pos(F) : X “2“ \V/ (Act)X

Safe(F) : X "=° FA([Actlf V (Act)X)
Even(F): X = FV ((Act)tt A [Act]X)
GUYF: X ™= FV(GAI[ActX)

GUF : X “%“ V(G A (Act)tt A [ActX)

2. April 2019 24




6.11 Definition (HML Syntax, mit mehreren (Rekursions-)Variablen)
Sei X ={Xj,..., X } eine nicht-leere Menge von Variablen.
Die Menge My der HML-Formeln iiber Act mit Variablen in X,
ist gegegeben durch:

Fu= X|t]|f|FAF|FVF| ()F | [«F
wobei & € Act und X € X.

6.12 Bemerkung (Gleichungssysteme: Syntax)
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei X ={Xj,..., Xy } eine nicht-leere Menge von Variablen.
Ein gegenseitig rekursives Gleichungssystem hat die Form

1

X1 = Fx

n

wobei Fx, € My fiir i € [1,n].
Es wird abkiirzend beschrieben durch eine Deklaration

F:X%Mx
Xb—)FX

und wir gehen zundchst davon aus, dass wir
bei allen Einzelgleichungen den gleichen Fixpunkt intendieren.

6.13 Definition (HML Semantik, mit mehreren (Rekursions-)Variablen)
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei X ={Xj,..., Xy } eine nicht-leere Menge von Variablen.
Die Funktion Of : (2P"¢)™ — 2Proc jst induktiv definiert durch:

Ox,(S1,---,S0) = S

O#(S1,...,S+) = Proc

Of(S1,...,Sn) £ 0
Orrg(S1, .., Sn) = Op(Sq,...,S2)NOg(S1,...,Sn)
Orvg(St,...,Sn) £ Of(Sq,...,S.)U0Og(Sy,...,Sn)
OF(S1,---,Sn) £ (a)Op(S1,...,Sn)
Ogr(S1,---,Sn) & [a]Ok(Sy,...,Sn)
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6.14

6.15

6.16

Bemerkung (Gleichungssysteme: Semantik)

Sei T = (Proc, Act, Tran).

Sei X ={Xj,...,Xn } eine nicht-leere Menge von Variablen.
Das syntaktische Gleichungssystem aus [6.12]

entspricht dem semantischen Gleichungssystem

Sl = OFxl (Slw-wsn)

STI = OFXn(Sll"‘ISn)
mit S; € 2Proc,

Lemma
Sei T = (Proc, Act, Tran).
Sei D £ (2P fiir n € IN.
Sei C : (D, D) definiert durch
N S1
: C : falls S; C S{ fiir alle i € [1,n].
Sn S

Dann ist (D, C) ist ein vollstandiger Verband, mit

. U st
SE iel !

L Do liely = :
Sh U Sx

iel
, N St
Si er !

[ Do liely = :
Sh N Sk

iel

wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

Lemma

Sei T = (Proc, Act, Tran).

Sei X ={Xj,..., Xy } eine nicht-leere Menge von Variablen.
Sei D = (2Proc)n,

Sei F : X — My eine Deklaration.

Dann ist O : D — D gegeben durch

S1 Orx,)(S1/---,Sn)
RS z
Sn OF(Xn)(SII---/Sn)

eine monotone Funktion auf (D, C).
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6.17 Definition (Denotationelle Semantik von HML)

6.18

6.19

Sei T = (Proc, Act, Tran) endliches LTS.

Sei X ={Xj,...,Xn } eine nicht-leere Menge von Variablen.
Sei F : X — My eine Deklaration

mit X; = F(X;) fiir alle 1 < i < n und m € {max, min}.
Die Funktion [ -] : My — 2Pr¢ ist induktiv definiert durch:

[#] £ Proc
[f1 £ 0
[FAG] £ [FIN[G]
[FVG] £ [FIUILG]
[()F] 2 (o)[F]
[[oF] = [][F]
X.] 2 {(FIXOP)i falls m = max
(fixOp); falls m = min

wobei FIX und fix (modulo Typ) analog zu Theorem [6.7| gegeben sind.

Definition (Charakteristische Deklaration; Teil von Theorem 6.4 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran) ein endliches LTS.

Sei X1 £ {Xp | p € Proc} eine Menge von Variablen,

deren Bedeutung wir durch Rekursionsgleichungen bestimmen.

Die charakteristische Deklaration ist hierzu gegeben durch:

Fr: DCT — MDCT

o= A A ax)A Alad( ) Xy)

acAct  p’eDer(p,n) acAct p’€Der(p,x)

Theorem (Charakteristische Formeln; Teil von Theorem 6.4 in [AILS07])
Sei T = (Proc, Act, Tran) ein endliches LTS.
Sei Fr die charakteristische Deklaration, wie in definiert.
Sei

Xy "B Fr(Xp)
tiir alle p € Proc.
Dann giltﬂ

[Xp] = [pl~

weshalb X, jeweils die charakteristische Formel fiir p genannt wird.

’Im Vergleich zu [AILS07] wahlen wir hier die Variante aus Lemma 6.3, da sie (ohne
Verweis auf andere Prozesse) die charakterische Eigenschaft expliziter widerspiegelt.
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6.20 Definition (Min-Max-Mix)
Sei X £ (Xi)yepny €ine Folge
von Vektoren Xy = (Xy 1, ..., Xk, ) unterschiedlicher Variablen.
Sei XY £ (X )y g €in Préfix von X. Sei X<t £ X<t
Sei XSt £ ¢ X1 I kell,i] und 1€[1, zi] } die Menge der Variablen in X<

Sei (Fi)icpy ) eine Folge von Deklarationen mit F; : X; — My<i.

Sei (Mi)icp 5y eine Folge von Fixpunkt-Indikatoren
mit m; € {max, min} und m; # my,q fir alle i € [1,n—1].

Dann heifst <(F1/ xl/ ml)/ oy (FTI/ xnr mn)>
n-verschachteltes gegenseitig rekursives Gleichungssystem,
wobei (F;, X, my) i-ter Block genannt wird.

Sei T = (Proc, Act, Tran).
In Bezug auf die Abbildung [-] : My<n — 2P™¢ (siehe unten) sei

[ 2 (12, [XT) mit [0 2 ([Xka D, DXz, 1.

Die Abbildung Op, (x. .).jx<i7 : (2Proc)zi 5 2Proc fiir je[1, zi]
ist induktiv deflmert durch

Ox,yia=iy(S1,---,82) £ S
Ox, y1xc<i1(S1,-++, Sz) £ [Xy1] falls ke[l,i—1] und l€[1, z].
Ogpx<iy(S1,.-.,Sz) = Proc
Oprx<i](S1,--+,Sz) = 0
Opagx<i(St, -+, Sz) & Oppx<iy(S1,...,S2) NOgx=i1(S1,---,Sz,)
OWGWIH(SL...,SQ) 2 Oppy=i1(S1,..,82) UOG px=17(S1,- -+, S2)
wFIx<i] (St S2) & (a)Opy<t)(S1,..,Sz)
Orgrp<ig(S1--,Sz) & []Oppy<iqy(S1,...,Sz)

und wie in Lemma m geliftet auf Op, jy<iy (2Proc)zi _ (Procyz,

Die Funktion [ -] : Mﬁ —y 2Proc jst schliefllich induktiv definiert durch:

[#] = Proc
[f1 = 0

[FAG] 2 [FIN[G]

[FVG] 2 [FJUIG]

[()F] & (-oc)[F]

[[JF] £ [o][F]

[X.] 2 {(FIXOFi;[[DC<i}])J_ falls m = max
i (ﬁXOFi;[[f)C<i]]>j falls m = min

wobei FIX und fix wie in Theorem gegeben sind.
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