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1.1.1

1.1.2

1.1.3

1.1.4

1.1.5

1.1.6

1 Grundlagen (des Formalisierens)

1.1 Mengen

Standardmengen verwenden einen anderen Schriftsatz als Metavariablen
tiir Mengen,; fiir letztere bevorzugen wir A, B, C, ..., moglicherweise mit
Indizes (Zahlen oder anderen Buchstaben) versehen.

Notation (Beschreibungsformen) Eine Menge A kann durch
Aé {al,ag,ag,...}

als die explizite Aufzdhlung unterscheidbarer Elemente a; definiert wer-
den. Die Aussage ,a € A” bezeichnet den Sachverhalt, dass a ein Ele-
ment der Menge A ist. Die eindeutig gegebene leere Menge enthilt keine
Elemente; sie wird entweder durch () oder auch {} bezeichnet. Gelegent-
lich ist es bequem, die Elemente einer Menge durch die Elemente einer
sogenannten Indexmenge abstrakt zu benennen. Dann heifst

iiber I indizierte Menge.

Definition (Zahlenmengen)
e N21{0,1,2,3,...}und N* £ {1,2,3,...}

e Mit Z, Q, R bezeichnen wir die gebrduchlichen Mengen von ganzen
Zahlen, rationalen Zahlen, reellen Zahlen.

Definition (Grofse von Mengen) Sei A eine beliebige Menge.
#(A) bezeichnet die Anzahl der Elemente in A.
Es gilt #(A) € N oder #(A) = oc.

Notation (Beschreibungsformen) Eine Menge A kann mit
A={ze€B|P)}

durch die Angabe eines definierenden , Pradikats” P zur Variablen = in
Bezug auf eine andere Menge B definiert werden.

e Die Angabe von B kann manchmal entfallen, wird aber empfohlen.

e Das Symbol , |“ kann dabei als ,,so dass” gelesen werden.

e Die Angabe von P(xz) erfolgt entweder umgangssprachlich oder
durch eine logische Formel (siehe 1.1.7 sowie § 1.2 und 1.3).

Sowohl {z € B | P(x) } alsauch { z | P(x) } definieren nur dann Mengen,
wenn fiir alle betroffenen = die Wahrheit von P(x) tiberpriifbar ist.

Definition (Zahlenmengen)
o [m,n]2{ieN|m<iundi<n}firmmnecN

Bemerkung (Russell’sches Paradox)
{z | © & z } ist keine Menge.
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1.1.7

1.1.8

1.1.9

Wir fiihren logische Konnektive zundchst semi-formal als symboli-
sche Abkiirzungen natiirlichsprachlicher Begriffe ein.

Notation (,,Logik-Sprache” durch Junktor-Symbole)

Verum T steht fiir ,,wahr”

Falsum 1 steht fiir ,falsch”

Negation — steht fiir ,nicht”

Konjunktion A steht fiir ,,und”

Disjunktion V steht fiir ,,oder”

Implikation — steht fiir ,, impliziert” (d.h. ,1af3t schliefSen auf”)
Aguivalenz + steht fiir ,,genau dann, wenn” (,,g.d.w.”)
Universelle Quantifikation V steht fiir , fir alle”

Existentielle Quantifikation 3 steht fiir ,es gibt”

Definition (Teilmengen, Gleichheit von Mengen)
Seien A und B zwei beliebige Mengen.
A heifst Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn fiir alle z gilt:

(x € A) = (x € B)
A und B heiflen gleich, geschrieben A = B, wenn gilt:
ACBANBCA
A heifst echte Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn gilt:
ACB AN A#B
Wenn A (echte) Teilmenge von B, dann heisst B (echte) Obermenge von A.

Definition (Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt)
Seien A und B zwei beliebige Mengen. Wir definieren:
Vereinigung[smenge] von A und B:

AUB&{z|rx€AVvzeB}
Schnitt[menge] von A und B:

ANB2{r|r€ ANz € B}
Komplement von A in Bezug auf B:

B\A&{x|zeBAxgA}
[kartesisches] Produkt von A und B:

AxB={(a,b)|]ac ANbE B}

disjunkte Vereinigung von A und B:

AW B £ (Ax{1}) U (Bx{2})

Die Wahl von {1, 2} in der Definition disjunkter Vereinigung ist willkiir-
lich. Beliebige andere Werte hitten verwendet werden konnen.

4. Februar 2013 4




1.1.10

1.1.11

1.2.1

1.2.2

1.2.3

Definition (Potenzmenge) Sei A eine beliebige Menge. Dann heifst
P(A)2{B|BCA}
Potenzmenge von A.

Proposition Sei A eine beliebige Menge. Dann gilt:
2#(A) falls #(A) < oo

#(PLA) = e
00 falls #(A) = 0o

1.2 Aussagenlogik

Definition (Syntax der Aussagenlogik)

Sei V' eine Menge von aussagenlogischen Variablen.

Sei VN{T,L,~, AV, = +}=0.

Dann ist die Menge A (V') der aussagenlogischen Formeln zu 'V
definiert als kleinste Menge mit:

o VU{T,L}CA(V);
e wenn ¢ € A(V), dann auch —¢p € A(V);
e wenn { ¢1,p2 } T A(V),
dann auch { (¢1 A @2), (91 V ¢2), (1 = @2), (91 <> @2) } € A(V).

Wir verwenden p, g, . . . als Metavariablen fiir aussagenlogische Variablen.
Wir verwenden ¢, v, . . . als Metavariablen fiir aussagenlogische Formeln.
Formeln in A(V'), die Variablen beinhalten, heiffen Aussagenschemata.
Formeln in A(V'), die keine Variablen beinhalten, heiflen Aussagen.

Notation Zur leichteren Lesbarkeit konnen manche Klammern entfallen.
Dazu gelten folgende Regeln des Operatorenvorrangs.

- bindet stiarker als alle anderen Konnektive;
A und V binden gleich stark;'

A und V binden stiarker als — und <;

— und <« binden gleich stark.

Auflenklammern diirfen immer weggelassen werden.

Definition (Semantik der Aussagenlogik)
Sei V' eine Menge von aussagenlogischen Variablen.
Eine Variablenbelequng  weist jedem Element p € V
genau ein Element 3(p) € B £ {W, F} der Wahrheitswerte zu.
Die zu (3 gehorige Auswertung [ - |° weist jedem Element ¢ € A (V)
genau ein Element [¢]? € B zu. ([¢]° darf kurz als [+ ] geschrieben
werden, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht.)
Zur Definition von [ - ]° gilt:
e [T]P2W
e [L]P2F
o [p]” = B(p)

L Abweichend von TechGI1.
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Wahrheitstabellen definieren die Semantik zusammengesetzter Formeln:

F | W
W || F
[e1] | [e2] | L1 A 2] [e1] | [e2] ] L1V 2]
F F F F F F
F | w F F | w W
W | F F W | F W
W[ W W W[ W W
[e] [[e2] || [ = 2] [er] [ [e2] | [o1 < ¢2]
F F W F F W
F | w W F | w F
W | F F W | F F
W[ w W W o| W W

1.2.4 Definition
Sei V' eine Menge von aussagenlogischen Variablen.

1. Zwei Formeln { ¢, v } € A(V') heifien logisch dquivalent,
geschrieben ¢ = 9,2
wenn fiir alle Variablenbelegungen f3 gilt: [¢]° = [ ]°.

2. Eine Formel ¢ heifst allgemeingiiltig, wenn ¢ = T.

Eine Formel ¢ heifst kontradiktorisch, wenn ¢ = 1.

4. Eine Formel ¢ heifst erfiillbar,
wenn es eine Variablenbelegung /3 gibt mit [ ¢ ]” = W.

5. Formeln, die maximal eine Aussagenvariable und aufler T und L
maximal einen weiteren Operator betreffen, nennen wir trivial.

®

Aquivalenzen zu trivialen Aussagenschemata diirfen ohne Beweis be-
nutzt werden (z.B. TAp=p,pV L=pp—>p=T,...).

1.2.5 Proposition (Logische Aquivalenz (I))

PANqg = qAp gcg i g
pVgqg = qVp = p
(pVgVvr = pVigVr) _
(pAg)Ar = pA(gAr) ﬁgog; _ ﬁgxﬁg
(pAg)Vr = (pVr)A(gVr) pA-p = 1
(pvVgAr = (pAT)VI(gAT) pVop = T
p—q = pVg
p—=q = —g—p
p<rqg = (p=>a)A(g—p)

ZVorsicht: Im Gegensatz zu TechGI1, wo = als Synonym fiir <+ betrachtet wird, be-
nutzen wir in TheGI1 > ausschliefilich als Junktor innerhalb einer Formel, dagegen ist
= ein Symbol, das wir nur auflerhalb von Formeln benutzen, wenn wir — in der so ge-
nannten Metasprache — iiber Formeln sprechen.
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1.3.1

1.3.2

1.3.3

1.3.4

1.3 (Syntax der) Pradikatenlogik

Notation (Pradikate)
In der Aussagenlogik beinhaltet V U { T, L } die atomaren Ausdriicke.
In der Pradikatenlogik werden aussagenlogische Variablen aus V' ersetzt
durch so genannte Pridikate in Pr(X), die wiederum parametrisiert sind
tiber eine Menge X von Termvariablen.

Typischerweise enthdlt Pr(X) Ausdriicke der Form r(ty,...,t,) mit
n € N*, wobei r zu einer anzugebenden Menge S, so genannter Rela-
tionssymbole gehort® (siehe § 2.1) und die ¢; aus Variablen in X sowie
Elementen einer ebenfalls anzugebenden Menge S, so genannter Funk-
tionssysmbole (siehe § 2.2) zusammengesetzt werden.

Wir schreiben Z fir 1, ..., z, und ¢ fir t1, . . ., t,.

Definition (Syntax der Pradikatenlogik)

Sei X eine Menge von Termuvariablen.

Sei Pr(.X) eine Menge von Pridikaten iiber X.

Dann ist die Menge P(X) der pridikatenlogischen Formeln zu X
definiert als kleinste Menge mit und:

e Pr(X)u{T,L} CPX)
e wenn ¢ € P(X),

dann auch —¢ € P(X);
e wenn { ¢1,¢2 } C P(X),

dann auch { (¢1 A @2), (91 V 92), (1 = ¢2), (91 <> @2) } € P(X),
e wenn ¢ € P(X),

dann auch { (Vz.p), (Fz.¢) } C P(X).

Wir verwenden ¢, ¢, . .. als Metavariablen fiir logische Formeln.

Notation (Quantoren und Variablen)
In den Formeln (Vz.p) und (3z.¢) ,binden” die Quantoren jeweils die
Variable = in der Formel ¢. Um Missverstandnisse durch verschachtel-
te Mehrfachbindung zu vermeiden, benutzen wir immer paarweise ver-
schiedene Variablen in den vorkommenden Quantoren.

Quantoren werden gelegentlich in eingeschrdankter Form verwendet:

(VxeA.p)
(Jz€A.p)

(Vr.z€A — )
(Fz.z€AN )

1> 11>

Oft werden Formeln ¢ zusammen mit den in ihnen frei (d.h. nicht
durch Quantoren gebunden) vorkommenden Variablen Z notiert als (7).
Das erleichtert die Notation zur Instanziierung der Variablen bzw. zum
Einsetzen von konkreten Termen in entsprechender Form als ().

Notation (Quantoren und Klammerung)
Fiir Quantoren gelten folgende Regeln des Operatorenvorrangs:

e Vund Jbinden gleich stark;
e V und 3 binden schwicher als alle anderen Konnektive.

3Ublicherweise ist das Gleichheitssymbol = in S, enthalten.
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1.3.5 Notation (Eindeutigkeit)
Die Aussage ,es gibt genau ein z fiir das ¢(x) gilt” wird abgekiirzt durch:

Yo p@) 2 (32.0(2) A (Yo 9@) Aply) > o =y)
1.3.6 Proposition (Logische Aquivalenz (II))

—(Vz. )
—(3z. )

dx . -
V.-

1.3.7 Proposition (Mathematische Induktion)
Sei P(n) ein Pradikat tiber den natiirlichen Zahlen N. Falls

1. P(0)
2. P(n) = P(n+1) furallen € N

beide gelten (bzw. bewiesen werden kénnen), dann gilt auch:
Vn € N.P(n)

1.3.8 Bemerkung Weitere Varianten existieren und konnen je nach Bedarf de-
tiniert werden. Dazu gehoren Varianten mit mehreren Induktionsanfan-
gen, oder auch mit mehreren Induktionsschritten, je nachdem tiber wel-
chen induktiv aufgebauten Datenbereich man argumentieren mochte.

1.3.9 Notation (Induktionsschemata) Sei P(n) ein Pradikat tiber den nattirli-
chen Zahlen N.
Das Prinzip aus Proposition 1.3.7 kann knapp in einer einheitlichen For-
mel, genannt Induktionsschema, zusammengefasst werden.

( P(0) A (vn € N.(P(n) — P(n+1)) ) ) — (Va € N.P(z))

1.3.10 Proposition (Werteverlaufsinduktion)
Sei P(n) ein Pradikat tiber den nattirlichen Zahlen N. Dann gilt:

(\m € N.( (¥m € [0,n—1].P(m)) — P(n) ) > — (Vo € N.P(2))
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2.1.2

2.1.3

2.1.4

2.1.5

2.1.6

2 Grundlagen (des Strukturierens)

2.1 Relationen, Ordnungen

Definition (Kartesisches Produkt)
Seien Ay, ..., A, Mengen. Dann heifst

[Ticp g A 2 {(ay,...,a,) | Vie[l,n].a€A;}

das (kartesische) Produkt der A,;.
Die Elemente eines kartesischen Produkts heifsen Tupel.
() heifdt leeres Tupel; es wird hdufig auch mit A bezeichnet.

Bemerkung Seien A, A; Mengen.
Dann heifit Ay x Ay = [T, o Ai biniires [kartesisches] Produkt.

Definition (Spezialfalle)
Sei A eine beliebige Menge.

o A" £ Hz’e[l,n]Aﬁirn € N.
° Aoé{)\}

Definition (Relation)
Seien Ay, ..., A, nicht-leere Mengen.

Eine Teilmenge R C [[,(; , A heifit n-stellige Relation;
die Schreibweise ,Relation R mit Typ [ | A

i€[1,n]

R: Hie[l,n] A

erlaubt es, Relationen aufgrund ihres Typs zu klassifizieren.

R heifdt homogen, falls A, = A, firalle1 <i,5 <n.

Zwei Relationen Ry : [[;c(y y Ai und Rp : [,y Bi sind gleich,
falls (1) n =m, (2) furalle1 <i: <n: A; = B;, und (3) R4 = Rp.

Definition (Spezialfille)
Seien A und B beliebige Mengen.

e Vap:AxB mit Vyp=2AxDB
bezeichnet die universelle Relation bzw. Allrelation (mit Typ A x B).

¢ Dap:AXB mit @A,Bé@
bezeichnet die leere Relation (mit Typ A x B).

e Ay:AxA mit Ay=1da £ {(a,a) | acA}
bezeichnet die Diagonalrelation bzw. Identitit (mit Typ A x A).

Wenn der Typ implizit klar ist, kann der Index weggelassen werden.

Notation In manchen Lehrbiichern, so auch in [EMC*01], wird eine Re-
lation Rel als Paar (Typ(Rel), Graph(Rel)) definiert. Dies entspricht in un-
serem Fall der Schreibweise Graph(Rel) : Typ(Rel).

Der Spezialfall der zweistelligen Relation heifst auch bindre Relation.
Hier benutzen wir oft die Infixschreibweise a R b anstelle von (a, b)€R.
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2.1.7 Definition (Totalitit und Eindeutigkeit)
Sei R : A x B. R heifst

1. linkstotal, falls:
YaeA.FbeB . aRb

2. rechtstotal, falls:
VbeB .dacA.aRb

3. linkseindeutig, falls:

Yaq,a,€A . VbEB . ( a1 Rb A\ aa Rb — a1=as )
4. rechtseindeutig, falls:

Va€A Vb, bo€B . ((aRby A aRby — bi=b, )

2.1.8 Definition (Komposition) Seien A, B, C' dreibeliebige Mengen. Seien P :
A x Bund @ : B x C zwei beliebige Relationen. Dann ist die Komposition
P;Q : A x C definiert wie folgt:

PQ = {(a,c) € Ax C|IEB.aPbAbQc}

2.1.9 Notation Aus Bequemlichkeit schreiben wir oft P() anstelle von P;Q).
Aus Griinden der Konsistenz mit dem Kompositionsbegriff fiir Funktio-
nen (siehe §2.2) verwenden wir auch die Notation: Qo P £ P;QQ

2.1.10 Proposition (Assoziativitit der Komposition)
Seien A, B, C, D beliebige Mengen.
Seien P: Ax B,Q: B x Cund R : C x D drei beliebige Relationen.
Dann gilt:
PyQR) = (PQ);R

2.1.11 Definition (Umkehrrelation)
Seien A und B zwei beliebige Mengen. Sei R : A x B.
Die Umkehrrelation von R, geschrieben R~! : B x A, ist definiert durch:

R' 2 {(ba)|(a,b)€R}

2.1.12 Proposition (Eigenschaften der Umkehrrelation)
Seien A, B, C' drei beliebige Mengen. Seien R : A x Bund ) : B x C zwei
beliebige Relationen. Dann gilt:
1. (RY)'=R
2 (BQ) ™ =Q 'R
3. (Q°R) = R1oQ!

2.1.13 Definition (Eigenschaften homogener Relationen)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation. Dann heift R:

reflexiv falls VacA.aRa bzw A4 CR
irreflexiv falls VaeA.—(aRa) bzw A, NR=10
symmetrisch ~ falls  Va,b€eA.aRb—bRa  bzw R '=R
antisymmetrisch falls Va,b€A.aRb AbRa — a=b bzw RT'NR C Ay
transitiv falls Va,b,ce A.aRb NbRc — aRcbzw RoR C R
linear falls Va,beA.aRbV bRa bzw R'UR = V4 4
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2.1.14 Definition (Ordnungen)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation. Die Tabelle benennt die
Mindestkriterien, so dass fiir i der jeweilige Ordnungsbegriff gilt.

Ordnungsbegriff | reflexiv | transitiv | antisymmetrisch | linear

Quasiordnung o o
partielle Ordnung o 3
totale Ordnung o ) . o

2.1.15 Notation (Ordnungsbegriffe)

Quasiordnungen heifsen auch Priordnungen.
Partielle Ordnungen heifSen auch Halbordnungen.
Totale Ordnungen heifien auch lineare Ordnungen.
Irreflexive Ordnungen heifien auch streng oder strikt.

2.1.16 Definition Sei M eine Menge von Mengen. Dann gilt:

UM 2 {z|3meM.zcm}
NM = {z|VYmeM.zem}

Als Spezialfélle werden haufig indizierte Vereinigungen verwendet.

£ {z|Jiel. zem}

{x|Viel . zem}

Uiel mi

miel mi

2.1.17 Definition Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation. Dann heif3t
R™ tiir n € N die n-fache Komposition von R, definiert durch:

R° Ay
}%n+1 }%]{n

A

A
A

2.1.18 Bemerkung Die n-fache Komposition einer Relation kann gleichwertig
links- bzw rechts-induktiv definiert werden:

R £ RR"  versus R""' £ R'R
([Sch03] komponiert von links, [EMC*01] komponiert von rechts.)
Je nach Kontext erlauben wir uns beide Varianten.
2.1.19 Definition (Abschluss)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation.
1. Der reflexive Abschluss von R ist definiert durch:
r(]%) £ RU Z&A
2. Der symmetrische Abschluss von R ist definiert durch:
s(R)2 RUR™
3. Der transitive Abschluss von R ist definiert durch:
t(R) = | R
neNt

Der Typ der Abschlussrelationen entspricht dem Typ der Basisrelation:
Typ(r(R)) = Typ(s(R)) = Typ(t(R)) = Typ(R).
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2.2 Funktionen, Abbildungen, Kardinalititen

2.2.1 Definition (Partielle Abbildung)
Sei f : A x B eine rechtseindeutige Relation. Dann heift f partielle Abbil-

dung f vom Typ A — B, geschrieben f : A — B.

1.
2.
3.

6.

7.

Wir schreiben f(a) = b, falls (a,b) € f.

f(a) ist Funktionswert von f an der Stelle a.

A heifst Argumentbereich bzw. Domain von f, geschrieben dom(f).
B heif3t Zielbereich bzw. Codomain von f, geschrieben cod(f).
Seien Ay C Aund By C B. Dann heifien die Mengen

{beB|JdacAy. fla)=0b}
{acA|TbeBy.fla)=0b}

= f(A4)

f(Ao) =
fH(Bo) =
Bild von A, bzgl. f, sowie Urbild von B, bzgl. f.
Die Mengen Bild(f)
Def (f)

(1> 1l

f74(B)

heiflen Bildbereich Bild(f) C B und Definitionsbereich Def(f) C A.
Dartiberhinaus heifst f (totale) Abbildung, geschrieben f : A — B,

falls f linkstotal ist.

Wir verwenden die Begriffe Abbildung und Funktion synonym.

2.2.2 Notation Anstelle von Paaren (a, b) verwendet man im Kontext von Ab-
bildungen h&ufig auch die Schreibweise a +— b. Partielle Abbildungen
konnen dann auch durch folgende Schreibweise definiert werden:

a — Bery(a) ; Pi(a)

a — Bery(a) ; Py(a)

f:+A— B;aw— Bery(a)

wobei die P, P,, ..
die Bery, Bers, ..

2.2.3 Definition (Gleicheit partieller Abbildungen)

bzw.

f:A—B;

. eine Fallunterscheidung definieren und Ber; sowie
. jeweilige Berechnungsvorschriften reprasentieren.

Zwei partielle Abbildungen f; : Ay — B; und f, : Ay — B, heifSen gleich,
geschrieben f, = f, falls f; : A; x By und f, : Ay x B, gleiche Relationen
sind. Inbesondere gilt: Def(f;) = Def(f2) und Vo € Def(f1). fi(x) = fo(z).

2.2.4 Theorem (Komposition partieller Abbildungen)
Seien f : A = Bund g : B — C partielle Abbildungen. Dann ist deren
Komposition (ge f) : A — C wieder eine partielle Abbildung.

Auflerdem gilt: (go f)(x) = g(f(x)) fur alle x € A.

2.2.5 Definition (Eigenschaften partieller Abbildungen)

Begriff

LT

LE

RE

RT

partielle Abbildung
Abbildung

injektive partielle Abbildung
surjektive partielle Abbildung
bijektive partielle Abbildung

Bijektion
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2.2.6 Proposition (Umkehrabbildung I)
Sei f : A — B eine partielle Abbildung. Ist f injektiv, dann ist auch die
Umkehrrelation f~! : B x A eine injektive partielle Abbildung.
Auferdem gilt: (f~1)~! = f.

2.2.7 Definition (Isomorphie)
Seien A und B Mengen. Wenn eine Bijektion f : A — B existiert,
dann heiffen A und B isomorph, geschrieben A = B.

2.2.8 Proposition (Umkehrabbildung II)
Eine Relation f : A x B ist genau dann eine Bijektion,
wenn es eine Relation g : B x A gibtmit: fog=Agund gef =A4.
Auflerdem gilt: g = f~ 1.

2.2.9 Theorem (Kiirzbarkeit)
Seien A, B, C, D Mengen.
Seien f: A — B, ¢1,92: B— C,und h : C — D Abbildungen.

1. Falls f surjektiv, dann gilt: ( g1o f = g2of ) = g1 = g2
2. Falls h injektiv, dann gilt: (hog; = hogs ) — g1 = ¢o

2.2.10 Theorem (Abbildungssatz)
Sei f : A — B eine Abbildung. Dann existieren

e eine Menge C (eindeutig bestimmt , bis auf Isomorphie”),
e eine surjektive Abbildung g : A — C,
e eine injektive Abbildung h: C' — B,

sodass f = hog.

2.2.11 Definition (Grofie von Mengen (II))
Eine Menge A heif8t endlich, falls es eine Bijektion vom Typ A — [1,n]
fiir n € N gibt; dann bezeichnet #(A) = n die entsprechende Anzahl der
Elemente in A. Falls ein solches n nicht existiert, heifst A unendlich und
wir notieren #(A) = oo.
Fiir n € N definieren wir oo + n = 0o, co—n = 00, Sowie co-n = oo.
Aufierdem gelte: Vn € N.n < oo.

2.2.12 Proposition
Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:

#(AUB) = #(A) + #(B) — #(ANB)

2.2.13 Definition (Kardinalitit; Vergleich von Mengengrofien)
Seien A und B zwei Mengen.

1. Aund B haben die gleiche Kardinalitat, card(A) = card(B),
falls es eine Bijektion vom Typ A — B gibt.
A und B heifien dann auch dquipotent.

2. A hat hochstens die Kardinalitiat von B, card(A) < card(B),
talls es eine injektive Abbildung vom Typ A — B gibt.

3. A hat eine echt kleinere Kardinalitdt als B, card(A) < card(B),
falls card(A) < card(B) und card(A) # card(B).
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2.2.14

2.2.15

2.2.16

2.2.17

2.2.18

2.2.19

2.2.20

2.2.21

2.2.22

Notation In der Literatur werden hédufig sowohl die Anzahl #(A) als
auch die Kardinalitat card(A) einer Menge A mit | A| bezeichnet. Das fiihrt
gelegentlich zu Mehrdeutigkeiten bei unendlichen Mengen.

Definition (Abzdhlbarkeit) Sei A eine Menge.

1. A heifst abzihlbar, falls A endlich oder dquipotent zu N ist.
2. Aheifst abzihlbar unendlich, falls A 4quipotent zu N ist.
3. A heifst iiberabzihlbar, falls card(N) < card(A).

Proposition (Grofie von Zahlenmengen)
L #(N) = #(2) = #(Q) = #(R) = 0
2. card(N) = card(Z) = card(Q)
3. card(Q) < card(R)

Theorem (Cantor)
Sei A eine Menge. Dann gilt:

card(A) < card(P(A))

Definition (Charakteristische Funktion)
Seien T', A zwei Mengen mit 7' C A.
Dann heifit die Abbildung xr : A — {0, 1}, definiert durch

(a)é 1 fallsaeT
X =30 fallsa g T

die charakteristische Funktion von T bzgl. A.

Definition (Multimengen) Sei A eine Menge. Dann bezeichnet die Ab-
bildung M7 : A — N eine eindeutig gegebene Multimenge T'.
Fiir jedes ac A heifst My (a) die Haufigkeit bzw. Multiplizitit von a in T'.
Wir definieren die Groffe von T' durch die Summe der Haufigkeiten
aller Elemente von A in 7" durch:

#(T) £ Y Mr(a)
acA
Definition (Mengenfamilie)
Sei M eine Menge von Mengen.
Sei I eine sogenannte Indexmenge.
Eine surjektive Abbildung A : I — M heif3t auch Mengenfamilie (A;)c;.

Bemerkung Mengenfamilien verwendet man oft, wenn man M implizit
lassen mochte.

Definition (Divison mit Rest)
Sein € N. Sei k € N. Dann gilt folgende Zerlegung;:

| | — = .
dmeN . Jrel0,k-1] . n Tk ko + rdk

Wegen der Eindeutigkeit der angegebenen Zerlegung mittels m und r
bezeichnen div und mod wohldefinierte Abbildungen.
Die Abbildung nmod k wird oft auch mit n % k bezeichnet.
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2.3 Aquivalenzen, Quotienten

2.3.1 Definition (Aquivalenzrelation)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation.
R heifSt Aquivalenzrelation bzw. Aquivalenz,
wenn R sowohl (1) reflexiv, (2) symmetrisch, als auch (3) transitiv ist.

2.3.2 Notation
Aquivalenzen sind binire Relationen, also Mengen (von Paaren).
Wir kénnen daher Aquivalenzrelationen vergleichen,
bzgl. Mengeninklusion (,,C*”) und Mengengrofien (#(-)).

2.3.3 Lemma
Sei A eine beliebige Menge. Dann sind eindeutig bestimmt:

o V4 4 als C-grofite Aquivalenz in A x A;
e A, als C-kleinste Aquivalenzin A x A.

2.3.4 Proposition (Erzeugte Aquivalenz)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation.
Unter allen Relationen, die Obermenge von R sind, ist:

die C-kleinste reflexive Relation,

r(R)
R) die C-kleinste symmetrische Relation,
R)

T

S
die C-kleinste transitive Relation, und
s(r(R))) die C-kleinste Aquivalenz.

%@!\JH

(
(
t(
t(

2.3.5 Definition (Aquivalenzklassen)
Sei R : A x A eine Aquivalenz. Sei a € A. Dann heifit:

[ar 2 {r € A|(a,z) € R}
Aquivalenzklasse von a bzgl. R.

2.3.6 Notation Wenn die intendierte Aquivalenz R aus dem Kontext eindeutig
hervorgeht, schreiben wir auch [a] anstelle von [a] .

2.3.7 Proposition
Sei R: A x Aeine Aquivalenz. Sei a € A. Dann gilt:

1. a € [a]
2. (a1 ) €ER <— [al] = [CLQ]
3. (CL1, CZQ) ¢ R +— [(l1] N [ag] = @

2.3.8 Definition (Quotient)
Sei R : A x A eine Aquivalenz.
Dann heif}t die Menge aller Aquivalenzklassen, gegeben durch

A/R={lalr|a€ A}

der Quotient von A bzgl. R.
Die Anzahl #(A/R) der Aquivalenzklassen von R heift Index von R.
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2.3.9 Definition (Reprdsentantensystem)
Sei R : A x Aeine Aquivalenz. Sei S C A.
S heifdt Reprisentantensystem von A/R, falls gilt:

Vac A.seS . seld

2.3.10 Proposition
Sei S Reprisentantensystem von A/R. Dann gilt:

1. S= A/R
2. A= UxES[x]R

2.3.11 Definition (Kern einer Abbildung)
Sei f : A — B eine Abbildung. Dann heifst die Relation

Ker(f) £ {(a1,a2) € Ax A| f(ay) = flaz)}
der Kern von f.

2.3.12 Proposition (Kern einer Abbildung)
Sei f : A — B eine Abbildung.
Dann ist Ker(f) eine Aquivalenz.

2.3.13 Definition
Sei R : A x A eine beliebige Aquivalenz. Sei

natp : A — A/R
a — [a]g

die natiirliche Abbildung zu R. Dann gilt Ker(natg) = R.

2.3.14 Theorem (Faktorisierungssatz)
Sei f : A — B eine Abbildung.
Seien nat; = natier(s), d.h.

A/Ker(f)

nat; : A —
a +— [a]Ker(f)

die natiirliche Abbildung von f, und

valy : A/Ker(f)
[a]ker(s) f(a)
Es gilt:
1. naty ist surjektiv, val; ist injektiv.
2. f =valy o naty
3. Bild(f) = A/Ker(f)

2.3.15 Bemerkung Im Faktorisierungssatz ist
Bild(f) isomorph zu einem Représentantensystem fiir A/Ker(f).

4. Februar 2013 16




3 Diskrete / Algebraische Strukturen

3.1 Worter, Sprachen

3.1.1 Definition (Worter)
Sei ¥ eine Menge (# (), genannt Alphabet.
Die Elemente s, € X werden auch Symbol, Zeichen, Buchstabe genannt.

1. Ein Wort w tiber ¥ ist eine endliche Sequenz (ay, . .., a,)
mitn € Nund a; € X furallel <i¢ <n.
2. Wir bezeichnen mit |w| = n die Lange des Wortes w = (a4, ..., a,).

3. Wir bezeichnen das leere Wort (fiir n = 0) mit \.

4. Die Notation (w); bezeichnet die Projektion des Wortes w auf das i-te
Symbol, definiert lediglich fiir 1 < i < |w].

5. ¥* bezeichnet die Menge aller [endlichen] Worter tiber .

Haufig vereinfachen wir (a4, ..., a,) zu a; - - - a,.

3.1.2 Definition (Operationen auf Wortern)
Seien v = (ay, ..., ay,) und w = (by,...,b,) zwei Worter aus ¥*.

1. Die Konkatenation von v und w ist definiert durch:
vow = (..., Qm, b1, ..., by)

Oft schreiben wir auch kurz vw.
2. v heifdt Priifix von w, falls es u € ¥* gibt, so dass v - u = w.
3. v heifdt Suffix von w, falls es u € ¥* gibt, so dass u - v = w.
4. v heifst Teilwort von w, falls es uy, uy € X* gibt,
sodass u; - v - uy = w.

3.1.3 Notation
Seienv € ¥* und a € X.
Anstelle von (a) - v schreiben wir oft av.
Anstelle von v - (a) schreiben wir oft va.

3.1.4 Lemma (Dekomposition) Sei w ein Wort {iber dem Alphabet ¥.
Dann gilt genau einer der beiden folgenden Félle:

1. w = X (also |w| = 0), oder
2. esgibta € ¥ und v € ¥* und mit |v| = |w| — 1, so dass w = aw.

Die obige Dekomposition ,von links” entspricht den in der Informatik
tiblichen Listenstrukturen. Alternativ—und voéllig gleichwertig—kann man
die Dekomposition auch ,, von rechts” ausfiihren. In jedem Fall 14fst sich
damit ein Induktionsprinzip herleiten.

P(A\) A (VUEE*.(P(U) — VaeX . P(av)) ) — (Ywex*.P(w))
PO\ A <vvez*.(P(v) s Vaey. . P(w))) — (Ywex* P(w))

Ebenso wird hdufig das Prinzip der Induktion {iber die Wortldnge ver-
wendet; es unterscheidet sich dann nicht von der natiirlichen Induktion.
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3.1.5 Definition (Ordnungen auf Wortern)
Sei ¥ ein Alphabet. Sei R : ¥ x X eine beliebige homogene Relation.

1. Die lexikographische Ordnung <p : £* x 3* ist definiert durch:

A<Lrw &S we Yt
w <K A S w= A
aRb fallsa # b

av Lpbw & a,beXANv,we X A
v<rpw fallsa=0»

2. Die Standardordnung <% : ¥* x ¥* ist definiert durch:
v<Gw e (l<wl vV (l=lw] Av<pw))
3.1.6 Proposition Sei ¥ ein Alphabet.

Sei R : ¥ x ¥ eine beliebige homogene Relation. Wenn R eine totale Ord-
nung ist, dann sind auch < und <, totale Ordnungen.

3.1.7 Definition (Sprachen)
Sei X ein Alphabet.
Dann heifit jede Teilmenge A C ¥* Sprache iiber .

3.1.8 Definition (Konkatenation von Sprachen)
Seien A und B Sprachen tiber dem Alphabet 3.
Die Konkatenation A - B (oder kurz: AB) ist definiert durch:

A-BE{weX | Jw € A,wy € B.w=w, -wy}
Die n-fache Konkatenation ist definiert durch:
Anrtl & AL A At 2 Un21 An
3.1.9 Definition (Reguldre Ausdriicke)
Sei ¥ ein Alphabet mit X N {0, e} = 0.
Die Menge £* der reguliiren Ausdriicke iiber %

ist als kleinste Menge definiert,
die die folgenden c-Regeln erfiillt:

1.0€&% ec & ac&  furallea e ¥

2. fallse € £%, dann auch e* € £*

3. fallse; € £ und ey € £, dann auch e - ey € £
4. fallse; € £ und e; € £, dann auch e; + e, € £*

Der Ausdruck e; - e; wird oft durch e, e; abgekiirzt.
Es gilt: * hat Vorrang vor - hat Vorrang vor +.

3.1.10 Definition (Sprache reguldrer Ausdriicke)
Sei ¥ ein Alphabet mit ¥ N {0, €} = 0.
Die Abbildung L : £ — P(X*) gegeben durch:

0 = 0

€ = {A}

a — {a} furalleaeX
e* —  L(e)*

€1+ €2 — L(€1> . L(eg)
e1+e — L(el) U L<€2)

definiert die zugehorige Sprache eines reguldren Ausdrucks.
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3.21

3.2.2

3.2.3

3.24

3.2.5

3.2.6

3.2.7

3.2 (Abzihlende) Kombinatorik

Definition (,Schubfachprinzip” bzw. ,Pigeonhole Principle”)

Sei m eine endliche Zahl von Schubfachern mit unbegrenzter Kapazitat.
Sei n eine Zahl von Objekten mit n > m.

Wenn die n Objekte komplett auf die m Schubfiacher verteilt werden,

so gibt es danach mindestens ein Schubfach,

in dem mindestens zwei Objekte liegen.

Definition (Verallgemeinertes ,Schubfachprinzip”)

Sei m eine endliche Zahl von Schubfachern mit unbegrenzter Kapazitat.
Sei n eine Zahl von Objekten.

Wenn die n Objekte komplett auf die m Schubfiacher verteilt werden,

so gibt es danach mindestens ein Schubfach,

in dem mindestens [ * | Objekte liegen.

Definition (Fakultit)
Sei n € N. Wir definieren:

oA 1 fallsn =0
- |n(-1) fallsn >0

Definition (Binomialkoeffizienten)
Seien k,n € N. Wir definieren:

n!

(n)é El(n—F)!
k

0 falls k > n

falls k <n

Lemma Es gelten: 0! = 1 und (8) =1und (g) =1 und (Z) = 1.

Lemma (Pascal’sches Dreieck)
Seien k,n € N. Dann gelten:

n n
. = <
1 (n—k> (k>,fallsk <n
n—+1 n n
. = >
2 ( i ) (k)+(k_1),fallsn_k>0

Y (TD = on

i€[0,n]

Definition (Binomischer Satz)
Sei n € N. Dann gilt:

(z+y)" = ), (?) oty

i€[0,n]

J/

-~

Expansion von (x + y)"
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3.2.8

3.2.9

3.2.10

3.2.11

3.2.12

3.2.13

3.2.14

Proposition (Permutationen / Anordnungen)
Sei n € N. Dann ist
P(n) £ nl

die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Objekten.

Proposition (Permutationen modulo Aquivalenz)

Sei O eine endliche Menge von Objekten mit #(0) = n € N.

Sei =: O x O eine Aquivalenzrelation mit Index p € [1,n].

Seien n; € N fiir i € [1,p] die GroBen der Aquivalenzklassen von =.
Dann ist

N n!

P_(n) =

nilng! <o ny!

die Anzahl der Permutationen von n Objekten modulo =.

Proposition (Kombinationen / Stichproben ohne Reihenfolge)
Seien n € Nund k € [0, n]. Dann ist

Kow(n, k) £ (Z)

die Anzahl der k-Kombinationen von n verschiedenen Objekten
(auch bekannt als k-elementige Teilmengen einer n-elementigen Menge).

Proposition (Variationen / Stichproben mit Reihenfolge)
Seien n € Nund k € [0, n]. Dann ist

Vow(n, k) 2 n*Vew(n—1,k—1)
Vow(n,()) é 1

die Anzahl der k-Variationen von n verschiedenen Objekten
(auch bekannt als k-elementige Permutationen einer n-elementigen Menge,
sowie mit der Notation nk).

Proposition Seienn € Nund k € [0, n].

Dann gilt:
n n!
Vow(m, k) (k) (n—Fk)!

Proposition (Variationen mit Wiederholung)
Seien n € Nund k € [0,n]. Dann ist

VmW(”a k) 2 nk

die Anzahl der k-Variationen n verschiedener Objekte mit Wiederholung.

Proposition (Kombinationen mit Wiederholung)
Seien n € Nund k € [1,n]. Dann ist

n+k—1

die Anzahl der k-Kombinationen n verschiedener Objekte mit Wiederholung
(weniger bekannt als k-elementige Multi-Mengen,
die aus Elementen einer n-elementigen Menge gebildet werden kénnen).
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3.3.1

3.3.2

3.3.3

3.3.4

3.3.5

3.3.6

3.3 Monoide, Gruppen, Ringe, Halbverbidnde

Definition (Halbgruppe)

Sei X eine nichtleere Menge.

Seio: X x X — X eine so genannte Verkniipfung[soperation].
Dann heift (X, o) Halbgruppe, falls mit

Vo,y,2€ X . xo(yoz)=(roy)oz (ASSO)

fiir o das Assoziativitits-Gesetz gilt.
(X, o) heifst kommutativ bzw. abelsch, wenn dariiberhinaus mit

Ve,ye X . xzoy=youx (COMM)
tiir o das Kommutativitits-Gesetz gilt.

Notation Das Symbol o dient nur als Platzhalter. In konkreten Algebren
verwenden wir auch andere Symbole wie +, 1, etc.

Definition (Idempotenz)
Sei (X, o) eine Halbgruppe.
Ein Element x € X heifst idempotent, wenn z o x = x.

Definition (Neutrales Element)
Sei (X, o) eine Halbgruppe.
Ein Element e; € X heifst linksneutral (bzgl. (X, o)), wenn gilt:

Vre X . eqox==x (NEUT-L)
Ein Element e, € X heif$t rechtsneutral (bzgl. (X, o)), wenn gilt:
Vee X . zoe =2z (NEUT-R)

Ein Element e € X heifst neutral (bzgl. (X, o)),
wenn es sowohl links- als auch rechtsneutral (bzgl. (X, o)) ist.

Definition (Monoid)

Sei (X, o) eine Halbgruppe.

Sei e € X neutral (bzgl. (X, 0)).

Dann heifdt (X, o, e) Monoid.

(X, o, e) heifst kommutatives Monoid, wenn dariiberhinaus (COMM) gilt.

Definition (Inverses Element)
Sei (X, o, ) ein Monoid.
Ein Element x; € X heifdt linksinvers zu = (bzgl. (X, o, e)), wenn gilt:

roxr=e (INV-L)
Ein Element z, € X heif3t rechtsinvers zu x (bzgl. (X, o, e)), wenn gilt:
rox,=e (INV-R)

Ein Element 2! € X heif3t invers zu x (bzgl. (X, o, ¢€)),
wenn es sowohl links- als auch rechtsinvers zu z (bzgl. (X, o, e)) ist.
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3.3.7

3.3.8

3.3.9

3.3.10

3.3.11

3.3.12

Definition (Gruppe)
Sei (X, o, e) ein Monoid.
Sei ' : X — X eine Operation mit 2! invers zu x (bzgl. (X, o, ¢)).

1. Dann heifit (X, o, e, ~) Gruppe.
2. Ist (X, o, €) ein kommutatives Monoid,
dann heilt (X, o, e, ') kommutative Gruppe bzw. abelsche Gruppe.

Definition (Ring)
Sei (X, +,0, ') eine kommutative Gruppe.
Sei (X, *) eine Halbgruppe.

1. Dann heifit (X, +, *,0, ~!) Ring, wenn mit
Vo,y,z€ X . xx(y+z2)=x*xy+a*z (DIST-L)
Ve,y,2€ X . (y+2)xr=yxxr+z%x (DIST-R)

die Distributivitiits-Gesetze fiir 4+ und x gelten.

2. Ist (X, +,,0, ') ein Ring und
ist (X, x) eine kommutative Halbgruppe,
so heifdt (X, +, x,0, =) kommutativer Ring.

3. Ist (X, +,,0, ') ein Ring und
ist (X, *, 1) ein Monoid,
so heifdt (X, +, x,0,1, ~') Ring mit Eins bzw. unitirer Ring.

Notation In Def 3.3.8 verwenden wir die Operatorensymbole + und x,
um an die Intuition der Standardbeispiele aus der Zahlentheorie zu erin-
nern. Je nach Kontext verwenden wir jedoch auch andere Symbole.

Notation Haufiglassen wir in der Tupel-Bezeichnung von Halbgruppen,
Monoiden, Gruppen und Ringen die konkreten Symbole fiir neutrale und
inverse Elemente weg und listen nur die (zweistelligen) Verkntipfungs-
operationen, z.B., Gruppe (X, o) oder Ring (X, +, ) auf.

Definition (Halbverband)
Eine kommutative Halbgruppe (X, o), in der mit

Vee X . xox==x (IDEM)
das Idempotenz-Gesetz gilt, heifst Halbverband.

Lemma
Sei (X, o) ein Halbverband.
Sei <, : X x X definiert durch:

TS,y &< TOY==

Dann ist <, : X x X eine Halbordnung.
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3.4 Extremwerte, Schranken, Verbinde

3.4.1 Definition (Extremwerte)
Sei <: X x X eine Halbordnung. Sei A C X.

1. (a) u € AheiSt minimales Element in A, falls gilt:

Va € A . (aﬁu—>a:u)

(b) o € A heifst maximales Element in A, falls gilt:

Va e A . (0§a—>a:0)

2. (a) k € Aheifst kleinstes Element von A, falls gilt:
VaeA. k<a

(b) g € Aheift grofstes Element von A, falls gilt:

YVaeA.a<yg

Ein kleinstes Element heifst auch Minimum von A, ein grofites Ele-
ment heifSt auch Maximum von A, notiert als Min<(A) bzw. Max<(A).

3.4.2 Bemerkung Beziiglich einer Halbordnung <: X x X existieren Extrem-
werte nicht notwendigerweise fiir jede Teilmenge A C X. Minimale und
maximale Elemente sind zudem nicht immer eindeutig.

3.4.3 Definition (Schranken)
Sei <: X x X eine Halbordnung. Sei A C X.

1. w € X heifst untere Schranke von A (bzgl. X), falls gilt:
VaeA. . u<a

Eine grofite untere Schranke von A (bzgl. X)

— auch als Infimum von A (bzgl. X) bezeichnet, kurz: inf* (A) —
ist definiert als ein grofites Element

in der Menge der unteren Schranken von A (bzgl. X).

2. o0 € X heifdt obere Schranke von A (bzgl. X), falls gilt:
VaceA . .a<o

Eine kleinste obere Schranke von A (bzgl. X)

— auch als Supremum von A (bzgl. X) bezeichnet, kurz: sup™ (A) —
ist definiert als ein kleinstes Element

in der Menge der oberen Schranken von A (bzgl. X).

3.4.4 Bemerkung Schranken werden aus X gewdhlt. Somit liegen sie nicht
notwendigerweise innerhalb der Menge A, die sie beschranken.

3.4.5 Lemma
Sei <: X x X eine totale Ordnung. Sei A C X mit #(A) € N*.
Dann sind inf* (A) € A und sup*(4) € A.
Somit sind Min<(A) und Max<(A) definiert.
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3.4.6 Definition (Verband)
Seien (X, M) und (X, L) zwei Halbverbadnde.

1. Dann heifst (X, M, 1) Verband, wenn mit
Ve,ye X . zU(zMNy) ==z (ABS-1)
Ve,ye X . xzMN(zUy) ==z (ABS-2)
die Verschmelzungs- bzw. Absorptions-Gesetze gelten.
Die Halbordnungen < und <j 1 gemdfs Lemma 3.3.12
sind dann identisch, so dass wir vereinfacht < schreiben.

2. Existieren zudem, beziiglich <,
inf*(A) € X und sup*(A) € X fiir beliebige A C X,
so heift (X, M, ) vollstandiger Verband.

Fir 1 2 inf*(X) und T £ sup*(X) und beliebigem x € X gelten:
rMNLl=_1 N T =x
xUT =T rUl =2

3. Ein vollstandiger Verband (X, M, L) heif3t komplementiir,
wenn es zu jedem Element z ein Komplement z (bzgl. M und L) gibt:

rxr=_1 zrUrx =T

4. Ein Verband (X, 1, U) heif8t distributiv, wenn
die Gesetze (DIST-L) und (DIST-R) aus Def 3.3.8, bezogen auf (+, *),
sowohl fiir (L, M) als auch fiir (M, 1) gelten.

5. Ein komplementirer, distributiver Verband
heifdt auch boolescher Verband oder boolesche Algebra.

3.4.7 Lemma
Sei <: X x X eine Halbordnung,
fiir die fiir jedes A C X sowohl inf* (A), als auch sup* (A) existieren.
SeienM: X x X - Xund U : X x X — X definiert durch:

zMy £ inf* ({z,y})
zUy 2 sup” ({2,y})
Dann ist (X, 1, ) ein vollstandiger Verband.
3.4.8 Proposition

Sei <: X x X eine totale Ordnung.
Sei min, max : X x X — X definiert durch:

min(z,y) £ Min<({z,y })
max(z,y) = Max<({z,y })
Dann ist (X, min, max) ein distributiver Verband.
3.4.9 Proposition
Sei M eine Menge.

Dann ist (P(M), N, U) ein boolescher Verband,
genannt Potenzmengenverband.
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3.5 Graphen

3.5.1 Definition (Ungerichtete Graphen)
Sei V eine nicht-leere Menge von Knoten.
Seim : P(V) — N die Multiplizitdt der Kanten.
Sei £ £ {e € P(V) | m(e) > 0}.
G = (V, E,m) heif3t (ungerichteter) Graph, falls Ve € E . #(e) € {1,2},
andernfalls (d.h. 3e € E . #(e)>2) heifst G Hypergraph.
Fiir e € E heifien die Elemente v € e Endpunkte von e.
Im folgenden betrachten wir nur Graphen.
G heifdt endlich, wenn #(V') € N*; andernfalls heifst G unendlich.
Eine Kante e = { v } heifst Schlinge.
Ein Graph mit Schlingen heifst auch Pseudograph.
Sei G ein Graph ohne Schlingen.
Dann heifdt G einfach, wenn m(E)={1}; andernfalls heifst G multipel.

3.5.2 Definition (Gerichtete Graphen)
Sei V eine nicht-leere Menge von Knoten.
Seim : (V x V) — N die Multiplizitit der Kanten.
Sei £ = {ecV xV |m(e) >0}
Dann heifst G = (V, E, m) gerichteter Graph oder Digraph.
Fiir e € E mit e = (s,t) heiflen

e src(e) = s der Fufl bzw. Start (von e), und
e trg(e) = t der Kopf bzw. das Ziel (von e).

G heiBt endlich, wenn # (V') € N*; andernfalls heiSt G unendlich.
Eine Kante e¢ = (v, v) heifdt Schlinge.

Ein Digraph mit Schlingen heifst auch Pseudodigraph.
Sei G ein Digraph ohne Schlingen.

Dann heifdt G einfach, wenn m(E)={1}; andernfalls heifst G multipel.

3.5.3 Notation
Wir notieren einfache [Di-]Graphen G = (V, E,m) auch als (V, E).

3.5.4 Definition Zu jedem gerichteten Graphen G = (V, £/, m) ist
der zugehorige ungerichtete Graph u(G) = (V, E’, m') definiert durch

o B' 2 {{u,v} | (u,v) € EV (v,u) € E}und
o m/({u,v}) £ m((u,v)) +m((v, w)).

3.5.5 Definition (Nachbarschaft (I))
Sei G = (V, E4,m) ein gerichteter Graph.
Sei G" = (V, E", m") ein ungerichteter Graph.
Zwei Knoten v und v heifsen benachbart,
falls sie durch eine Kante direkt miteinander verbunden sind:

e in GY, falls (u,v) € EY oder (v,u) € EY;
e in G, falls {u,v} € E".

Seienv e Vund AC V.
Die Menge N(v) bezeichnet die Menge aller Nachbarn von v.
Die Menge N(A) £ |J, .4 N(v) bezeichnet die Menge aller Nachbarn von A.
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3.5.6

3.5.7

3.5.8

3.5.9

Definition (Nachbarschaft (II))
Sei GY = (V, B4, mY) ein gerichteter Graph.
Sei G" = (V, E", m") ein ungerichteter Graph.
SeiG e {GY,G"}.Seiv e V.
Der Grad deg(v) ist die Zahl der Kanten, mit denen v in G verbunden ist.

degou(v) = Z m(e) + Z 2xm(e)

e€ BV |e={u,v}Au#v e€Ev|e={v}
A
degga(v) = E m(e) + g m(e)
e€ Ed|v=src(e) e€ Edjv=trg(e)
Ausgangsgrad deggd (v) Eingangsgrad deg 4 (v)

Wenn deg(v) = 0 heif3t v isoliert in G.
Wenn deg(v) = 0 heifst v Quelle von G.
Wenn deg/,(v) = 0 heifdt v Senke von G.

Definition (Pfade I)

Sei G4 = (V, B4, mY) ein gerichteter Graph.

Sei G" = (V, E*, m") ein ungerichteter Graph.

SeiG e {GY,G" }.

Die Menge aller Pfade bzw. Wege in Graphen ist definiert durch:

Pfadega = {(e1,...,en) [n €NA ’31)0,...,’0”6‘/‘ . VEe[l,n] .
ekEEd A ek:(vk_l,vk) }

Padef £ {(e1,....en) [InENA [Jvg,..., v, V] VEE[L,n] .
er € E" A ep = {vk_1,v1 } }

Ein Pfad (ey, ..., e,) € Pfadey; hat die Linge |(e1, . . ., €,)| = n.

Der Pfad () bzw. A heifst leerer Pfad.

Die Sequenz (v, . .., v,) der oben eingerahmten Knoten heift
zum entsprechenden Pfad (ey, .. ., e,) zugehoriger Knotenpfad;
er ist nicht immer eindeutig gegeben.

Notation Ublicherweise lassen wir den Superscript E weg.

In einfachen Graphen werden Pfade oft durch die Angabe des zuge-
horigen Knotenpfades angegeben, also (v, . . ., v,) anstelle von (eq, . . . , e,,).
Definition (Pfade II)

Sei G4 = (V, B4, mY) ein gerichteter Graph.
Sei G" = (V, E", m") ein ungerichteter Graph.
SeiG e {GY,G" }.

Seip=(ey,...,e,)ein Pfad in G.

Sei (v, ..., v,) der zugehorige Knotenpfad.

Dann heifst p auch Pfad von vy nach v,,.
Seien u,v € V. Wenn es einen nicht-leeren Pfad von u nach v gibt,
dann heifst v Vorginger von v, sowie v Nachfolger von u.
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3.5.10 Definition (Zyklus)
Sei GY = (V, B4, mY) ein gerichteter Graph.
Sei G" = (V, E", m") ein ungerichteter Graph.
SeiG € {GY,G"}.
Seip = (ey,...,e,) ein Pfad in G.
Sei (v, ..., v,) der zugehorige Knotenpfad.

Wenn n > 0 und vy = v,, dann heifst p auch Zyklus.

Wenn p keine Kante doppelt durchlduft,
dh.wennfiirallel <i# j <ngilt:e; #e;j,
dann heifst p einfach.

Wenn G mindestens einen einfachen Zyklus enthalt,
dann heifst zyklisch; andernfalls heifst G azyklisch.

Ein dag ist ein gerichteter azyklischer Graph.

3.5.11 Proposition Sei G = (V, E, m) ein dag.
Dann ist t(r(E)) eine Halbordnung auf V.

3.5.12 Definition
Sei G = (V, B4, m?) ein gerichteter Graph.
Sei G" = (V, E", m") ein ungerichteter Graph.

1. G" heifst zusammenhiingend, falls es in G" zwischen
je zwei verschiedenen Knoten einen Pfad gibt.
2. G4 heift (schwach) zusammenhiingend, falls
u(G) zusammenhidngend ist.
3. G* heift (stark) zusammenhiingend, falls es in G zwischen
je zwei verschiedenen Knoten Pfade in beiden Richtungen gibt.

3.5.13 Definition (Partition)
Sei A eine beliebige Menge.
Seien Ay,..., A, C AmitA; # 0 furallel <i < n.
Die Menge { Ay,. .., A, } heifst Partition von A, falls gilt:

e A= Uie[l,n] A;
3.5.14 Definition (Bipartite Graphen)

Sei G = (V, E) ein einfacher Graph.
G heifit bipartit, falls es eine Partition { V;, V> } von V' gibt, so dass gilt:

Vee B . JuueVy . FuneVy . e={v,u}.
{ V1, V4 } heifst dann Bipartition von V.

3.5.15 Definition (Firbung)
Sei G = (V, E, m) ein gerichteter oder ungerichteter Graph.

Sei F eine endliche Menge von Farben.
Eine Abbildung f : V' — F heifst Firbung von G.

3.5.16 Bemerkung Der Kern Ker(f) einer Firbung f bestimmt eine Partition
der Knotenmenge des Graphen in Knotenmengen gleicher Farbe.
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3.5.17 Definition (Teilgraph)
Seien G = (V, E,m)und G' = (V' E',m/)
(beide gerichtete oder beide ungerichtete) Graphen.
G heifdt Teilgraph von G, falls gilt

o VCV/;
e ECE';
e Ve c E.m(e) <m(e).

3.5.18 Definition (Einschrinkung)
Sei R : A x B eine Relation.
Sei f : A — B eine Abbildung.
Seien ) # A C Aund () # B C B. Dann bezeichnen

Rliaxp = RN(AxB)

und
fla 2 fN(AxB)
Einschrinkungen von R und f bzgl. der Mengen A und B.

3.5.19 Definition (Induzierter Teilgraph)
Sei G = (V, E4,m) ein gerichteter Graph.
Sei G" = (V, E", m") ein ungerichteter Graph.
Seil) AW C V.
Dann sind:

1. (W,E*NP(W), m" [pw)) der durch W induzierte Teilgraph von G*;
2. (W, E lww, m? lwxw) der durch W induzierte Teilgraph von G9.
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3.6.1

3.6.2

3.6.3

3.6.4

3.6.5

3.6.6

3.6 Baume

Definition (Baum)
Sei G = (V, E) ein einfacher ungerichteter Graph.
G heifst (ungerichteter) Baum,
wenn er zusammenhédngend ist und keine einfachen Zyklen enthalt.

Proposition Ein Baum mit n Konten hat n—1 Kanten.

Definition (Gerichteter Baum)
Sei G = (V, E) ein einfacher gerichteter Graph.
Seir € V ein beliebiger Knoten.

(G, r) heifdt gerichteter oder gewurzelter Baum (mit Wurzel r), wenn u(G)
ein Baum ist und es in G fiir jeden Knoten v € V' genau einen einfachen
Pfad von r nach v gibt.

Seien u,v € V mit (u,v) € E. Dann heifst v Elternknoten von v und v
heif$t Kindknoten von u. Zwei (verschiedene) Knoten heifSen Geschwister-
knoten, wenn sie den gleichen Elternknoten haben.

Sei u € V. Dann bezeichnet K(u) £ {v € V | (u,v) € E'} die Menge
der Kindknoten von u.

Alle Knoten auf einem nicht-leeren Pfad von der Wurzel zu einem
Knoten v — aufier v selbst — heifSen Vorfahren von v. Alle Knoten, die einen
Knoten u als Vorfahren haben, heifien Nachfahren von w.

Ein Knoten des Baumes, der keine Nachfahren hat, heifst Blatt. Knoten
des Baumes, die keine Blatter sind, heifsen innere bzw. interne Knoten.

Definition (Teilbaum, Unterbaum)
Sei B = (G, r) ein gerichteter Baum zu G = (V, E).
SeiueV.
Sei V,, C V derart, dass V,, genau v und alle seine Nachfahren enthalt.
Sei I, C E derart, dass E), genau alle Kanten aus E enthilt, die zwi-
schen Knoten aus V,, existieren.
Dann heift ((V,, E.), u) Teilbaum (von) B.
Sei u € K(r). Dann heift ((V,, E.), u) (direkter) Unterbaum von B.

Definition (Mehrstelliger Baum)

Sei B ein gerichteter Baum.
B heif3t k-stellig, wenn jeder interne Knoten hochstens k Kinder hat.
B heifst voll k-stellig, wenn jeder interne Knoten genau £ Kinder hat.
Ist B voll 2-stellig, so heifst B bindrer Baum.

Definition (Geordneter Baum)
Sei B = (G, r) ein gerichteter Baum mit G = (V, E).
Sei Int C V' die Menge der internen Knoten von G.
Sei <X £ (<,), e €ine Familie von totalen Ordnungen <, : K(v) x K(v).
Dann hei3t (G, r, <¥) geordneter gerichteter Baum.
Der Ordnung der Kinder eines Knotens v induziert eine entsprechen-
de Ordnung auf den direkten Unterbdumen von v.
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3.6.7 Definition (Tiefe, Hohe, Balance)

3.6.8
3.6.9

3.6.10

3.6.11

3.6.12

3.6.13

Sei B = (G, r) ein gerichteter Baum mit G = (V, E).
Die Tiefe eines Knotens v € V' ist die Lange des Pfades von r nach v.
Die Tiefe der tiefsten Knoten in B bestimmt dessen Hohe.

Sei h die Hohe von B.
Liegen alle Bladtter von B in Tiefe h oder h—1, so heifst B balanciert.

Proposition Ein m-stelliger Baum der Hohe h hat hochstens m” Blitter.

Definition (Adressierung)

Sei B = (G, r, <) ein geordneter gerichteter Baum mit G = (V, E).
Sei Adr £ {0} U (N* - ({.} - NT)*) die Menge der (Baum-)Adressen.
Sei k, = #(K(v)) fiirv € V.

Die universelle Adressierung uadr : V' — Adr ist definiert, wie folgt:

e 1 hat die Adresse 0;

e die k, Kinder von r bekommen die Adressen 1, . . ., k, gemafs <,.
e wenn A die Adresse eines Knotens v der Tiefe n > 0 ist,
so bekommen seine £, Kinder die Adressen A.1, ..., A.k, gemafs <,

Definition (Traversierung per Ordnung)

Sei B = (G, r, <¥) ein geordneter gerichteter Baum mit G = (V, E).
Tiefensuche in B bezeichnet die Traversierung von B

entlang der lexikographischen Ordnung auf uadr(V').
Breitensuche in B bezeichnet die Traversierung von B

entlang der Standardordnung auf uadr(V).

Definition (Traversierung per Rekursion)
Sei B = (G, r, <K) ein geordneter gerichteter Baum mit G = (V, ).

Ein Traversierungsalgorithmus ist ein rekursives Verfahren, durch das
jeder Knoten in V' besucht wird. Seien By, ..., B, die direkten Unterb&du-
me, die durch die Kindknoten von r bestimmt sind.

e preorder besucht

1. zuerstr,
2. dann in SK—Reihenfolge die By, ..., B,, jeweils in preorder.

e inorder besucht

1. zuerst By,
2. dann r,
3. dann in <¥-Reihenfolge die B, ..., B,, jeweils in inorder.

e postorder besucht

1. zuerst in SK-Reihenfolge die By, ..., B,, jeweils in postorder,
2. dann (zuletzt) 7.

Definition (Spannbaum)
Sei G ein einfacher Graph.

Ein Teilgraph von G, der ein Baum ist und jeden Knoten enthilt, heifst
Spannbaum von G.

Proposition Ein einfacher Graph G ist zusammenhédngend genau dann,
wenn es einen Spannbaum von G gibt.
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