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Zusammenfassung

Wir halten uns in diesem Dokument weitgehend an die Notatio-
nen des Lehrbuches Mathematisch-strukturelle Grundlagen der Infor-
matik [EMCT'01], da dieses Buch bisher auch in den TheGI-Kursen 3
und 4 verwendet wird.
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1 Grundlagen

1.1 Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik

Standardmengen verwenden einen anderen Schriftsatz als Metavariablen
tiir Mengen,; fiir letztere bevorzugen wir A, B, C, ..., moglicherweise mit
Indizes (Zahlen oder anderen Buchstaben) versehen.

Notation (Beschreibungsformen) Eine Menge A kann durch
14é {al,ag,ag,...}

als die explizite Aufzdhlung unterscheidbarer Elemente a; definiert wer-
den. Die Aussage ,,a € A” bezeichnet den Sachverhalt, dass a ein Ele-
ment der Menge A ist. Die eindeutig gegebene leere Menge enthilt keine
Elemente; sie wird entweder durch () oder auch {} bezeichnet. Gelegent-
lich ist es bequem, die Elemente einer Menge durch die Elemente einer
sogenannten Indexmenge abstrakt zu benennen. Dann heifst

iiber I indizierte Menge.

Definition (Zahlenmengen)
e N21{0,1,2,3,...}
e Nt 21{1,2,3,...}

e Mit Z, Q, R bezeichnen wir die gebrduchlichen Mengen von ganzen
Zahlen, rationalen Zahlen, reellen Zahlen.

Definition (Grofie von Mengen) Sei A eine beliebige Menge.
#(A) bezeichnet die Anzahl der Elemente in A. Es gilt #(A) € NU {oo}.

Notation (Beschreibungsformen) Eine Menge A kann mit
A& {zeB|P(x)}

durch die Angabe eines definierenden , Pradikats” P zur Variablen = in
Bezug auf eine andere Menge B definiert werden. Das Symbol ,,|” kann
dabei als ,,so dass” gelesen werden. Die Angabe von P(z) erfolgt entwe-
der umgangssprachlich oder durch eine logische Formel (siehe 1.1.7ff).
Die Angabe von B kann entfallen, jedoch beschreibt { z | P(x) } nur dann
eine Menge, wenn P(z) fiir alle x entweder wahr oder falsch ist.

Definition (Zahlenmengen)
e [mn]={icN|m<iundi<n}firmmnecN

Bemerkung (Russell’sches Paradox)
{x | x & z } ist keine Menge.
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Wir fithren aussagen- und pradikatenlogische Konnektive zundchst
semi-formal als symbolische Abkiirzungen natiirlichsprachlicher Begrif-
fe ein. Eine Aussage ¢ ist eine Formel mit wohldefiniertem Wahrheitswert,
also entweder ,wahr” (kurz: T oder T) oder ,falsch” (kurz: F oder ).
Anstelle von ¢ oder ¢ verwenden wir auch p, ¢, . .. als Metavariablen fiir
logische Formeln. B £ {T, F} bezeichnet die Menge der Wahrheitswerte.

1.1.7 Notation (Aussagenlogik) '

Konjunktion N\ bezeichnet ,und”

Disjunktion V bezeichnet , oder”

Negation — bezeichnet ,nicht”

Implikation = bezeichnet ,impliziert” (d.h. ,14fst schlieflen auf”)
Aquivalenz & bezeichnet ,,genau dann, wenn” (,,g.d.w.”)

1.1.8 Definition Die Bedeutung der aussagenlogischen Konnektive wird durch
Wahrheitstabellen definiert:

Y1 | Y2 || p1 A\ P2 Y1 | P2 | P1Vp2
F|F F F|F F o ||
FI|T F FI|T T FI T
T|F F T|F T T F
T T T T T T

P1| P2 | P1 = P2 P1| P2 || P1 = P2

F|F T F|F T

F| T T T|F F

T|F F FI|T F

T T T T T T

Wenn verschiedene Aussagenschemata die gleiche Bedeutung haben, spre-
chen wir von logischer Aquivalenz, hidufig bezeichnet mit =. Aussagen-
schemata, die maximal eine Aussagenvariable oder maximal einen Ope-
rator betreffen, nennen wir trivial; entsprechende Aquivalenzen dirfen
ohne Beweis benutzt werden (z.B.. TAp=p,pVF=p,p=p=T,...).

1.1.9 Notation Fiir Formeln, die mehr als ein Konnektiv enthalten, verwenden
wir Klammerpaare (-), um die Eindeutigkeit der Interpretation von For-
meln sicherzustellen. Um die Klammerzahl zu reduzieren und die Les-
barkeit der Formeln zu unterstiitzen, gelten dariiberhinaus sogenannte
Regeln des Operatorenvorrangs. Hier gelten die folgenden:

- bindet stiarker als alle anderen Konnektive;
Aund V binden gleich stark;

A und V binden stiarker als = und <;

= und < binden gleich stark.

! Anstelle der Symbole = und < werden im Rahmen logischer Formeln oft die da-
mit eng verwandten Symbole — und <+ verwendet. Fiir eine prizise Klarung des Un-
terschieds, sowohl intuitiv-informell als auch formal, verweisen wir auf TheGI3.
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1.1.10

1.1.11

1.1.12

1.1.13

1.1.14

1.1.15

Proposition (Logische Aquivalenz (I))
PANqG = qAp pPAp = pVp
pVqg = qVp -—p = P
(pvgVvr = pVi(gVr) -(pANg) = —pV—q
(PA@ AT = pA(gAT) -(pVe = —pA—q
(pAg)Vr = (pVr)A(gVr) pA-p = F
(pvVa)Ar = (pAr)V(gAT) pV-p = T
p=q = —pVgq
p=q = —q= P
peq = (=9 ANg=Dp)

Notation (Pradikate)

Wir schreiben ¢(z), um anzudeuten, dass die Formel ¢ einen variablen
Anteil z, eine sogenannte Variable bzw. einen Platzhalter, enthilt.

¢(z) heifst auch Pridikat.

Notation (Quantoren)

o Universelle Quantifikation V bezeichnet ,fiir alle”
Vz.¢(x) bedeutet , fiir alle x gilt die Aussage ¢(z)”

o Existentielle Quantifikation 3 bezeichnet ,es gibt”
dx . ¢(z) bedeutet ,es gibt ein « fiir das ¢(x) gilt.”

dlz . ¢(x) ist eine Abkiirzung fiir ,es gibt genau ein z fiir das ¢(z) gilt.”
Notation Fiir Quantoren gelten folgende Regeln des Operatorenvorrangs:

e Vund Jbinden gleich stark;
e ¥V und 3 binden schwicher als alle anderen Konnektive.

Proposition (Logische Aquivalenz (IT))
-(Vz.P(x)) = 3Fz.(-P(zx))
=(3z.P(x)) = Vz.(-P(z))

>

Ax. P(x) = (EIx(P(ZB)))

Definition (Teilmengen, Gleichheit von Mengen)
Seien A und B zwei beliebige Mengen.
A heifdt Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn fiir alle x gilt:

<V:z:,y.P(x) ANP(y) =z = y)

(x € A) = (x € B)

A und B heiflen gleich, geschrieben A = B, wenn gilt:
ACBANBCA

A heifdt echte Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn gilt:
ACB AN A#B

Wenn A (echte) Teilmenge von B, dann heisst B (echte) Obermenge von A.
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1.1.16 Definition (Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt)
Seien A und B zwei beliebige Mengen. Wir definieren:
Vereinigung[smenge] von A und B:

AUB2{r|r€AVvze B}
Schnitt[menge] von A und B:

ANB2{r|r€ ANz € B}
Komplement von A in Bezug auf B:

B\A={z|zeBArxgA}
[kartesisches] Produkt von A und B:

AxB2{(a,b)|ac ANbE B}

disjunkte Vereinigung von A und B:

AW B £ (Ax{1}) U (Bx{2})

Die Wahl von {1, 2} in der Definition disjunkter Vereinigung ist willkiir-
lich. Beliebige andere Werte hitten verwendet werden konnen.

1.1.17 Definition (Potenzmenge) Sei A eine beliebige Menge. Dann heifst
P(A)={B|BC A}
Potenzmenge von A.

1.1.18 Proposition Sei A eine beliebige Menge. Dann gilt:

#(4) 00
£(P(A)) = {2 falls #(A) <

00 falls #(A) = 0o

1.1.19 Proposition (Mathematische Induktion)
Sei P(n) ein Pradikat tiber den natiirlichen Zahlen N. Falls

1. P(0)
2. P(n) = P(n+1) furallen e N

beide gelten (bzw. bewiesen werden kénnen), dann gilt auch:
Vn € N.P(n)

1.1.20 Notation Sei P(n) ein Pradikat tiber den nattirlichen Zahlen N.
Das Prinzip aus Proposition kann knapp in einer einheitlichen Formel,
genannt Induktionsschema, zusammengefasst werden.

( P(0) A (vn € N.(P(n) = P(n+1)) ) ) = (Vn € N.P(n))

1.1.21 Proposition (Werteverlaufsinduktion)
Sei P(n) ein Pradikat {iber den natiirlichen Zahlen N. Dann gilt:

(vn e N.( (Vm < n.P(m)) = P(n) ) ) = (Vn € N.P(n))
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1.2.1

1.2.2

1.2.3

1.2.4

1.2.5

1.2 Relationen, Ordnungen

Definition (Kartesisches Produkt)
Seien Ay, ..., A, Mengen. Dann heifst

[T A 2 A x...x A,
= {(a177an)|VZe[l7n]azeAZ}

das (kartesische) Produkt der A,;.

Ay x A, heifst binires Produkt.

Die Elemente eines kartesischen Produkts heifien Tupel.
() heifit leeres Tupel; es wird haufig auch mit A bezeichnet.

Definition (Spezialfille)
Sei A eine beliebige Menge.

o A" £ Hieu,n]Afiirn e N.
° Aoé{)\}

Definition (Relation)

Seien Ay, ..., A, Mengen.
Eine Teilmenge R C [ ],

die Schreibweise ,Relation R mit Typ [ |

] A; heifdt n-stellige Relation;
Az "

1€[1,n]

R: Hie[l,n] A

erlaubt es, Relationen [nur] aufgrund ihres Typs zu unterscheiden.
Im Gegensatz zu Definition 1.2.1 unterscheiden wir
bei der Typbestimmung zwischen A x ) und () x A von 0.

R heifst homogen, falls A, = A; furalle 1 <i,j <n.

Definition (Spezialfille)
Seien A und B beliebige Mengen.

° VA’ B = AxB
bezeichnet die universelle Relation bzw. Allrelation mit Typ A x B.

o ( A,B £ 0
bezeichnet die leere Relation mit Typ A x B.

e Ay £1dy = {(a,a) | acA}
bezeichnet die Diagonalrelation bzw. Identitit mit Typ A.

Wenn der Typ implizit klar ist, kann der Index weggelassen werden.

Notation In manchen Lehrbiichern, so auch in [EMC*01], wird eine Re-
lation Rel als Paar (Typ(Rel), Graph(Rel)) definiert. Dies entspricht in un-
serem Fall der Schreibweise Graph(Rel) : Typ(Rel).

Der Spezialfall der zweistelligen Relation heifst auch binire Relation.
Hier benutzen wir oft die Infixschreibweise a Rb anstelle von (a, b)ER.
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1.2.6 Definition (Totalitit und Eindeutigkeit)
Sei R: A x B. R heifst

1. linkstotal, falls:
YacA.3beB .aRb

2. rechtstotal, falls:
VbeB .dacA . aRb

3. linkseindeutig, falls:

Vaq,a,€A . VbEB . ( a1Rb A\ aa Rb = a1=a- )
4. rechtseindeutig, falls:

Va€A . Vb, b€B . ((aRby A aRby = by=bs )

1.2.7 Definition (Komposition) Seien A, B, C drei beliebige Mengen. Seien P :
Ax Bund @ : B x C zwei beliebige Relationen. Dann ist die Komposition
P;(Q) definiert wie folgt:

P;Q = {(a,c)|3bEB.aPbAbQc}

1.2.8 Notation Aus Bequemlichkeit schreiben wir oft P() anstelle von P;(Q).
Aus Griinden der Konsistenz mit dem Kompositionsbegriff fiir Funktio-
nen (siehe §1.3) verwenden wir auch die Notation: Q- P £ P;Q

1.2.9 Proposition (Assoziativitit der Komposition)
Seien A, B, C, D beliebige Mengen.
Seien P: A x B,Q : Bx Cund R : C x D drei beliebige Relationen.
Dann gilt:
Py(Q:R) = (PiQ);R

1.2.10 Definition (Umkehrrelation)
Seien A und B zwei beliebige Mengen. Sei R : A x B.
Die Umkehrrelation von R, geschrieben R™!, ist definiert durch:

Rt £ {(ba)]|(a,b) € R}

1.2.11 Proposition (Eigenschaften der Umkehrrelation)
Seien A, B, C' drei beliebige Mengen. Seien R : A x Bund () : B x C zwei
beliebige Relationen. Dann gilt:
. (RY =R
2. (RQ)™ = Q'R
3. (Q°R) ' =R Q!

1.2.12 Definition (Eigenschaften homogener Relationen)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation. Dann heifst R:

reflexiv falls YacA.aRa bzw AsCR
irreflexiv falls VacA . —~(aRa) bzw A NR=10
symmetrisch ~ falls ~ Va,b€A.aRb=bRa  bzw R '=R
antisymmetrisch falls Va,b€A.aRb AbRa = a=b bzw RNR C Ay,
transitiv falls Va,b,ceA.aRb NbRc = aRcbzw Ro-RC R
linear falls Va,beA.aRbV bRa bzw R'UR = Va4
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1.2.13 Definition (Ordnungen)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation. Die Tabelle benennt die
Mindestkriterien, so dass fiir R der jeweilige Ordnungsbegriff gilt.

Ordnungsbegriff ‘ reflexiv ‘ transitiv ‘ antisymmetrisch ‘ linear

Quasiordnung o o
partielle Ordnung o o
totale Ordnung o . . 3

1.2.14 Notation (Ordnungsbegriffe)

Quasiordnungen heifsen auch Priordnungen.
Partielle Ordnungen heifSen auch Halbordnungen.
Totale Ordnungen heifien auch lineare Ordnungen.
Irreflexive Ordnungen heifien auch streng oder strikt.

1.2.15 Definition Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation. Dann heift
R" fiir n € N die n-fache Komposition von R, definiert durch:

R' £ Ay
R™' 2 RR"

1.2.16 Bemerkung Die n-fache Komposition einer Relation kann gleichwertig
links- bzw rechts-induktiv definiert werden:

R £ RR"  versus R"™' £ R"R
([Sch03] komponiert von links, [EMC*01] komponiert von rechts.)
Je nach Kontext erlauben wir uns beide Varianten.
1.2.17 Definition (Abschluss)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation.
1. Der reflexive Abschluss von R ist definiert durch:
Y(R) £ RUA A
2. Der symmetrische Abschluss von R ist definiert durch:
s(R)2 RUR™
3. Der transitive Abschluss von R ist definiert durch:
t(R) = J R
neN+
Der Typ der Abschlussrelationen entspricht dem Typ der Basisrelation:
Typ(x(R)) = Typ(s(R)) = Typ(t(R)) = Typ(R).
1.2.18 Definition Sei M eine Menge von Mengen. Dann gilt:

UM £ {z|3meM.zcm}
NM = {z|VYmeM.rem}

Als Spezialfélle werden héufig indizierte Vereinigungen verwendet.

S {x|Jiel. vem}

{z|Viel . zem}

Uie] m;

ﬂie] m; =
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1.3 Funktionen, Abbildungen, Kardinalititen

1.3.1 Definition (Partielle Abbildung)
Sei f : A x B eine rechtseindeutige Relation. Dann heifst f partielle Abbil-

dung f vom Typ A — B, geschrieben f : A — B.

1.
2.
3.

6.

7.

Wir schreiben f(a) = b, falls (a,b) € f.

f(a) ist Funktionswert von f an der Stelle a.

A heifst Argumentbereich bzw. Domain von f, geschrieben dom( f).
B heifdt Zielbereich bzw. Codomain von f, geschrieben cod(f).
Seien Ay C Aund By C B. Dann heifien die Mengen

{be B|dacA. f(a)

{a€e A|3be By. f(a)

= (4

f(Ao) =
fH(Bo) =
Bild von A, bzgl. f, sowie Urbild von B bzgl. f.
Die Mengen Bild(f)
Def(f)

falls f linkstotal ist.

A —

= fU(B)
heiflen Bildbereich Bild(f) C B und Definitionsbereich Def(f) C A.
Dartiberhinaus heifst f (totale) Abbildung, geschrieben f : A — B,

Wir vewenden die Begriffe Abbildung und Funktion synonym.

1.3.2 Notation Anstelle von Paaren (a,b) verwendet man im Kontext von Ab-
bildungen h&ufig auch die Schreibweise a +— b. Partielle Abbildungen
konnen dann auch durch folgende Schreibweise definiert werden:

a — Bery(a) ; Pi(a)

a — Bery(a) ; Py(a)

f:A— B;aw— Bery(a)

wobei die Py, P, ..

bzw.

f:A—B;

. eine Fallunterscheidung definieren und Ber; sowie

die Bery, Bery, . . . jeweilige Berechnungsvorschriften reprasentieren.

1.3.3 Definition (Gleicheit partieller Abbildungen)

Zwei partielle Abbildungen f; : A; — B; und f5 : Ay — B heifsen gleich,
geschrieben f; = f5, falls

A1:A2 A\ BlZBQ

VAN VYa € AlﬂAQ . f1 (CL) = fQ(CL)

1.3.4 Theorem (Komposition partieller Abbildungen)
Seien f : A — Bund g : B — C partielle Abbildungen. Dann ist deren
Komposition (g f) : A — C wieder eine partielle Abbildung.

1.3.5 Definition (Eigenschaften partieller Abbildungen)

Begriff

LT

LE

RE

RT

partielle Abbildung
Abbildung

injektive partielle Abbildung
surjektive partielle Abbildung
bijektive partielle Abbildung

Bijektion

24. Januar 2012
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1.3.6

1.3.7

1.3.8

1.3.9

1.3.10

1.3.11

1.3.12

1.3.13

Proposition (Umkehrabbildung I)

Sei f : A — B eine partielle Abbildung. Ist f injektiv, dann ist auch die

Umkehrrelation f~! : B x A eine injektive partielle Abbildung.
AuBerdem gilt: (f~1)~' = f.

Definition (Isomorphie)
Seien A und B Mengen. Wenn eine Bijektion f : A — B existiert,
dann heifien A und B isomorph, geschrieben A = B.

Proposition (Umkehrabbildung II)

Eine Relation f : A x B ist genau dann eine Bijektion,

wenn es eine Relation ¢ : B x A gibt mit: fog = Agund go f = A4 .Dann
gilt zudem g = f~1.

Theorem (Kiirzbarkeit)
Seien A, B, C, D Mengen.
Seien f : A = B, g1,92: B — C,und h : C — D Abbildungen.

1. Falls f surjektiv, dann gilt: ( g1o f = goof ) = g1 =g
2. Falls h injektiv, dann gilt: ( hogi = hogs ) = g1 = g2

Theorem (Abbildungssatz)
Sei f : A — B eine Abbildung. Dann existieren

e eine Menge (' (eindeutig bestimmt , bis auf Isomorphie”),
e eine surjektive Abbildung g : A — C,
e cine injektive Abbildung h : C' — B,

sodass f = hog.

Definition (Grofse von Mengen (II))
Eine Menge A heif8t endlich, falls es eine Bijektion vom Typ A — [1,n]
fiir n € N gibt; dann bezeichnet #(A) = n die entsprechende Anzahl der
Elemente in A. Falls ein solches n nicht existiert, heifst A unendlich und
wir notieren #(A) £ oo.
Fiir n € N definieren wir oo + n = 0o, co—n = 00, sowie co-n = oo.
Auflerdem gelte: Vn € N.n < oco.

Proposition
Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:

#(AUB) = #(A) + #(B) — #(ANB)

Definition (Kardinalitit; Vergleich von Mengengrofien)
Seien A und B zwei Mengen.

1. Aund B haben die gleiche Kardinalitét, card(A) = card(B),
falls es eine Bijektion vom Typ A — B gibt.
A und B heifien dann auch dquipotent.

2. A hat hochstens die Kardinalitdt von B, card(A) < card(B),
falls es eine injektive Abbildung vom Typ A — B gibt.

3. A hat eine echt kleinere Kardinalitat als B, card(A) < card(B),
falls card(A) < card(B) und card(A) # card(B).

24. Januar 2012 | 11




1.3.14

1.3.15

1.3.16

1.3.17

1.3.18

1.3.19

1.3.20

1.3.21

1.3.22

Notation In der Literatur werden hdufig sowohl die Anzahl #(A) als
auch die Kardinalitdt card(A) einer Menge A mit | A| bezeichnet. Das fiihrt
gelegentlich zu Mehrdeutigkeiten bei unendlichen Mengen.

Definition (Abzdhlbarkeit) Sei A eine Menge.

1. A heifst abzihlbar, falls A endlich oder dquipotent zu N ist.
2. A heifst abzihlbar unendlich, falls A &quipotent zu N ist.
3. A heift iiberabzihlbar, falls card(N) < card(A).

Proposition (Grofie von Zahlenmengen)

1. #(N) = #(2Z) = #(Q) = £(R) =
2. card(N) = card(Z) = card(Q)
3. card(Q) < card(R)

Theorem (Cantor)
Sei A eine Menge. Dann gilt:

card(A) < card(P(A))

Definition (Charakteristische Funktion)
Seien T', A zwei Mengen mit 7' C A.
Dann heifdt die Abbildung xr : A — {0, 1}, definiert durch

(a) 2 1 fallsaeT
a) =
T 0 fallsag T

die charakteristische Funktion von T bzgl. A.

Definition (Multimengen) Sei A eine Menge. Dann bezeichnet die Ab-
bildung M7 : A — N eine eindeutig gegebene Multimenge T'. Fiir jedes
a € Aheifst My (a) die Hiufigkeit bzw. Multiplizitit von a in T'.

Definition (Mengenfamilie)

Sei M eine Menge von Mengen.

Sei [ eine sogenannte Indexmenge.

Eine surjektive Abbildung A : I — M heif3t auch Mengenfamilie (A;)c;.

Bemerkung Mengenfamilien verwendet man oft, wenn man M implizit
lassen mochte.

Definition (Divison mit Rest)
Sein € N. Sei k € N. Dann gilt folgende Zerlegung:

! ! - = :
ImeN . Wrel0,k-1] . n ko

ndiv k nmod k

Wegen der Eindeutigkeit der angegebenen Zerlegung mittels m und r
bezeichnen div und mod wohldefinierte Abbildungen.
Die Abbildung nmod k wird oft auch mit n % k bezeichnet.
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1.4 Aquivalenzen, Quotienten

1.4.1 Definition (Aquivalenzrelation)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation.
R heif3t Aquivalenzrelation bzw. Aguivalenz,
wenn R sowohl (1) reflexiv, (2) symmetrisch, als auch (3) transitiv ist.

1.4.2 Notation
Aquivalenzen sind bindre Relationen, also Mengen (von Paaren).
Wir kénnen daher Aquivalenzrelationen vergleichen,
bzgl. Mengeninklusion (,,C*) und Mengengrofien (#(-) und card(-)).

1.4.3 Lemma
Sei A eine beliebige Menge. Dann sind eindeutig bestimmt:

e V4. als C-grofite Aquivalenz in A x A4;
e A, als C-kleinste Aquivalenz in A x A.

1.4.4 Proposition (Erzeugte Aquivalenz)
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation.
Unter allen Relationen, die Obermenge von R sind, ist:

die C-kleinste reflexive Relation,

r(R)
R) die C-kleinste symmetrische Relation,
R)

T

(
5

t(R) die C-kleinste transitive Relation, und

t(s(r(R))) die C-kleinste Aquivalenz.

'PS*’!\-’[—‘

1.4.5 Definition (Aquivalenzklassen)
Sei R: A x Aeine Aquivalenz. Sei a € A. Dann heifst:

a2 {z € Al (a,2) € R}
Aquivalenzklasse von a bzgl. R.

1.4.6 Notation Wenn die intendierte Aquivalenz R aus dem Kontext eindeutig
hervorgeht, schreiben wir auch [a] anstelle von [a]g.

1.4.7 Proposition )
Sei R : A x A eine Aquivalenz. Sei a € A. Dann gilt:

1.4.8 Definition (Quotient)
Sei R : A x A eine Aquivalenz.
Dann heifit die Menge aller Aquivalenzklassen, gegeben durch

A/RE{[ar|a€ A}

der Quotient von A bzgl. R.
Die Anzahl #(A/R) der Aquivalenzklassen von R heif3t Index von R.
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1.4.9 Definition (Reprasentantensystem)
Sei R : A x Aeine Aquivalenz. Sei S C A.
S heifst Reprisentantensystem von A/ R, falls gilt:

VacA.3lseS . seld

1.4.10 Proposition
Sei S Repriisentantensystem von A/R. Dann gilt:

1. S~ A/R
2. A= UmES[‘r]R

1.4.11 Definition (Kern einer Abbildung)
Sei f : A — B eine Abbildung. Dann heifit die Relation

Ker(f) 2 {(a1,a2) € Ax A| f(ay) = flaz)}
der Kern von f.

1.4.12 Proposition (Kern einer Abbildung)
Sei f : A — B eine Abbildung.
Dann ist Ker(f) eine Aquivalenz.

1.4.13 Definition
Sei R : A x A eine beliebige Aquivalenz. Sei

natp : A — A/R
a — [a]gr

die natiirliche Abbildung zu R. Dann gilt Ker(natgr) = R.

1.4.14 Theorem (Faktorisierungssatz)
Sei f : A — B eine Abbildung.
Seien nat = natger(s), d.h.

nat; : A
a

die natiirliche Abbildung von f, und

val; : A/Ker(f)
[alker(r)

Es gilt:
1. nat; ist surjektiv, valy ist injektiv.
2. f =valy o naty
3. Bild(f) = A/Ker(f)

1.4.15 Bemerkung Im Faktorisierungssatz ist
Bild(f) isomorph zu einem Repradsentantensystem fiir A/Ker(f).
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2 Algebraische Strukturen — Klassisch

2.1 Worter, Sprachen

2.1.1 Definition (Worter)
Sei A eine Menge (# 0), genannt Alphabet.
Die Elemente s; € A werden auch Symbol, Zeichen, Buchstabe genannt.

1. Ein Wort w tiber A ist eine endliche Sequenz (a4, ..., a,)
mitn € Nund a; € Afurallel < <n.
2. Wir bezeichnen mit |w| = n die Lange des Wortes w = (ay, . .., a,).

3. Wir bezeichnen das leere Wort (fiir n = 0) mit \.

4. Die Notation (w); bezeichnet die Projektion des Wortes w auf das i-te
Symbol, definiert lediglich fiir 1 <i < |w]|.

5. A* bezeichnet die Menge aller [endlichen] Worter {iber A.

Héufig vereinfachen wir (a4, ..., a,) zu a; - - - ay.

2.1.2 Definition (Operationen auf Wortern)
Seien v = (ay,...,a,) und w = (by,...,b,) zwei Worter aus A*.

1. Die Konkatenation von v und w ist definiert durch:
vow 2 (ay, ..., Gm, by, ..., by)

Oft schreiben wir auch kurz vw.
2. v heif3t Priifix von w, falls es u € A* gibt, so dass v - u = w.
3. v heift Suffix von w, falls es u € A* gibt, so dass u - v = w.
4. v heifdt Teilwort von w, falls es uy, uy € A* gibt,
sodass u; - v - uy = w.

2.1.3 Notation
Seienv € A*und a € A.
Anstelle von (a) - v schreiben wir oft av.
Anstelle von v - (a) schreiben wir oft va.

2.1.4 Lemma (Dekomposition) Sei w ein Wort tiber dem Alphabet A.
Dann gilt genau einer der beiden folgenden Fille:

1. w = A (also |w| = 0), oder
2. esgibta € Aund v € A* und mit |v| = |w| — 1, so dass w = av.

Die obige Dekomposition ,von links” entspricht den in der Informatik
tiblichen Listenstrukturen. Alternativ—und vollig gleichwertig—kann man
die Dekomposition auch ,,von rechts” ausfiihren. In jedem Fall 1463t sich
damit ein Induktionsprinzip herleiten.

PO A (VUGA*.(P(U) = VaeA . P(av))) = (VweA*.P(w))
P(A) A (VUEA*.(P(U) = VacA . P(va)) ) = (VweA*.P(w))

Ebenso wird hédufig das Prinzip der Induktion {iber die Wortldnge ver-
wendet; es unterscheidet sich dann nicht von der natiirlichen Induktion.
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2.1.5

2.1.6

Definition (Ordnungen auf Wortern)
Sei A ein Alphabet. Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation.

1. Die lexikographische Ordnung <p : A* x A* ist definiert durch:

A<Lrpw & weAA
w KR A S w= A
aRb falls a # b

aw <pbw & a,be ANv,we A* A
v<pw fallsa=0b

2. Die Standardordnung <35, : A* x A* ist definiert durch:

v<hw e (<wl vV (l=lw] Av<gw))

Proposition Sei A ein Alphabet.
Sei R : A x A eine beliebige homogene Relation. Wenn R eine totale
Ordnung ist, dann sind auch <z und <%, totale Ordnungen.

2.1.7 Definition (Sprachen)

2.1.8

2.1.9

2.1.10

Sei A ein Alphabet.
Dann heifit jede Teilmenge A C A* Sprache iiber A.

Definition (Konkatenation von Sprachen)
Seien A und B Sprachen tiber dem Alphabet A.
Die Konkatenation A - B (oder kurz: AB) ist definiert durch:
A-B2{we A |Iw € Awy € B.w=w,-wy}
Die n-fache Konkatenation ist definiert durch:
A0 £ )} A 2 50 A"
Artl 2 AL AN AT &2 . A"

Definition (Reguldre Ausdriicke)

Sei A ein Alphabet mit. AN {0, e} = 0.

Die Sprache £ der requliiren Ausdriicke iiber A
ist als kleinste Menge definiert,

die die folgenden €-Regeln erfiillt:

1.0e&A ecEA aecEAfurallea e A

2. falls e € 4, dann auch e* € €4

3. fallse; € EAund e, € €4, dann auch e - ey € E4
4. fallse; € EAund ey, € £4, dann auch e + ey € E4

Der Ausdruck e; - e; wird oft durch e, e; abgekiirzt.
Es gilt: * hat Vorrang vor - hat Vorrang vor +.

Definition (Sprache reguldrer Ausdriicke)
Sei A ein Alphabet mit . AN {0, e} = 0.
Die Abbildung L : £4 — P(A*) gegeben durch:

0 = 0

€ = {A}

a — {a} furalleae A
e —  L(e)*

€1+ €2 — L(€1> : L(@g)
er+ey — L(e)UL(es)

definiert die zugehorige Sprache eines reguldren Ausdrucks.
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221

222

2.2.3

224

2.2.5

2.2.6

2.2 Monoide, Gruppen, Ringe, Halbverbinde

Definition (Halbgruppe)

Sei X eine nichtleere Menge.

Seio: X x X — X eine so genannte Verkniipfung[soperation].
Dann heif3t (X, o) Halbgruppe, falls mit

Ve,y,2€ X . xo(yoz)=(roy)oz (ASSO)

tiir o das Assoziativitiits-Gesetz gilt.
(X, o) heifst kommutativ bzw. abelsch, wenn dartiberhinaus mit

Ve,ye X . xoy=yox (COMM)
tiir o das Kommutativitits-Gesetz gilt.

Notation Das Symbol o dient nur als Platzhalter. In konkreten Algebren
verwenden wir auch andere Symbole wie +, I, etc.

Definition (Idempotenz)
Sei (X, o) eine Halbgruppe.
Ein Element x € X heifst idempotent, wenn x o x = x.

Definition (Neutrales Element)
Sei (X, o) eine Halbgruppe.
Ein Element e; € X heifdt linksneutral (bzgl. (X, o)), wenn gilt:

Vee X . qox=x (NEUT-L)
Ein Element e, € X heif3t rechtsneutral (bzgl. (X, o)), wenn gilt:
VeeX . xoe, =2 (NEUT-R)

Ein Element e € X heif8t neutral (bzgl. (X, o)),
wenn es sowohl links- als auch rechtsneutral (bzgl. (X, o)) ist.

Definition (Monoid)

Sei (X, o) eine Halbgruppe.

Sei e € X neutral (bzgl. (X, 0)).

Dann heifst (X, o, ¢) Monoid.

(X, o, e) heifst kommutatives Monoid, wenn dartiberhinaus (COMM) gilt.

Definition (Inverses Element)
Sei (X, o, e) ein Monoid.
Ein Element z; € X heifst linksinvers zu x (bzgl. (X, o, e)), wenn gilt:

rjor=e (INV-L)
Ein Element x, € X heif8t rechtsinvers (bzgl. (X, o, e)), wenn gilt:
rox,=e (INV-R)

Ein Element 7! € X heif3t invers zu x (bzgl. (X, o, ¢)),
wenn es sowohl links- als auch rechtsinvers (bzgl. (X, o, e)) ist.
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2.2.7

2.2.8

2.29

2.2.10

2.2.11

2.2.12

Definition (Gruppe)
Sei (X, o, e) ein Monoid.
Sei ' : X — X eine Operation mit z~! invers zu x (bzgl. (X, o, ¢)).

1. Dann heifit (X, o, e, ~) Gruppe.
2. Ist (X, o, e) ein kommutatives Monoid,
dann heiflt (X, o, e, ~1) kommutative Gruppe bzw. abelsche Gruppe.

Definition (Ring)
Sei (X, +,0, ') eine kommutative Gruppe.
Sei (X, *) eine Halbgruppe.

1. Dann heifit (X, +, *,0, ~!) Ring, wenn mit
Ve,y,z€ X . xx(y+2)=w*xy+x*z (DIST-L)

Ve,y,z € X . (y+2)xx=y*xx+z%xx (DIST-R)
die Distributivitiits-Gesetze fiir + und * gelten.

2. Ist (X, +,*,0,7!) ein Ring und
ist (X, x) eine kommutative Halbgruppe,
so hei3t (X, +, x,0, ') kommutativer Ring.

3. Ist (X, +,*,0, ') ein Ring und
ist (X, , 1) ein Monoid,
so heif3t (X, +, x,0,1, =) Ring mit Eins bzw. unitirer Ring.

Notation In Def 2.2.8 verwenden wir die Operatorensymbole + und x,
um an die Intuition der Standardbeispiele aus der Zahlentheorie zu erin-
nern. Je nach Kontext verwenden wir jedoch auch andere Symbole.

Notation Haufig lassen wir in der Tupel-Bezeichnung von Halbgruppen,
Monoiden, Gruppen und Ringen die konkreten Symbole fiir neutrale und
inverse Elemente weg und listen nur die (zweistelligen) Verkntipfungs-
operationen, z.B., Gruppe (X, o) oder Ring (X, +, x) auf.

Definition (Halbverband)
Eine kommutative Halbgruppe (X, o), in der mit

VreX .xox=ux (IDEM)
das Idempotenz-Gesetz gilt, heifst Halbverband.

Lemma
Sei (X, o) ein Halbverband.
Sei <, : X x X definiert durch:

r<,Yy &< xoyYy==x

Dann ist <, : X x X eine Halbordnung.
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2.3 Extremwerte, Schranken, Verbande

2.3.1 Definition (Extremwerte)
Sei <: X x X eine Halbordnung. Sei A C X.

1. k € Aheifst kleinstes Element von A, falls gilt:
Vaoe A . k<a
m € A heifst minimales Element in A, falls gilt:
Va e A . (aﬁmzﬂz:m)
2. g € Aheifst grifites Element von A, falls gilt:
YVaoe A.a<yg
m € A heifst maximales Element in A, falls gilt:
Va € A . (mgaéa:m)

2.3.2 Bemerkung Beziiglich einer Halbordnung < : X x X existieren die ge-
nannten Extremwerte nicht notwendigerweise fiir jede Teilmenge A C X.
Kleinste und grofite Elemente sind eindeutig, wenn sie existieren.
Minimale und maximale Elemente miissen nicht eindeutig bestimmt sein.

2.3.3 Definition (Schranken)
Sei <: X x X eine Halbordnung. Sei A C X.

1. u € X heifst untere Schranke von A (bzgl. X), falls gilt:
VacA. u<a

Eine grofite untere Schranke von A (bzgl. X)

— auch als Infimum von A (bzgl. X) bezeichnet, kurz: inf* (A) —
ist definiert als ein grofites Element

in der Menge der unteren Schranken von A (bzgl. X).

2. o0 € X heifdt obere Schranke von A (bzgl. X), falls gilt:
VacA.a<o

Eine kleinste obere Schranke von A (bzgl. X)

— auch als Supremum von A (bzgl. X) bezeichnet, kurz: sup™ (A) —
ist definiert als ein kleinstes Element

in der Menge der oberen Schranken von A (bzgl. X).

2.3.4 Bemerkung Schranken werden aus X gewdhlt. Somit liegen sie nicht
notwendigerweise innerhalb der Menge A, die sie beschranken.

24. Januar 2012 19




2.3.5 Definition
Sei <: X x X eine Halbordnung. Sei A C X.

1. Istm = inf*(A) € 4,
so heif$t m Minimum von A,
bezeichnet mit Min<(A). kurz Min(A).

2. Istm = sup®(A) € 4,
so heifst m Maximum von A,
bezeichnet mit Max<(A), kurz Max(A).

2.3.6 Definition (Verband)
Seien (X, M) und (X, L!) zwei Halbverbande.

1. Dann heifst (X, M, U) Verband, wenn mit

Ve,ye X . zU(zMNy) ==z (ABS-1)
Ve,ye X . zMN(zUy) ==z (ABS-2)

die Verschmelzungs- bzw. Absorptions-Gesetze gelten.

Die Halbordnungen <p und < 1 gemdfs Lemma 2.2.12
sind dann identisch, so dass wir vereinfacht < schreiben.

2. Existieren zudem, beziiglich <,
inf*(A) € X und sup*(A) € X fiir beliebige A C X,
so heifdt (X, M, U) vollstandiger Verband.

Fir 1 2 inf*(X) und T £ sup*(X) und beliebigem x € X gelten:

rMl =1 xMT ==z
rUUT =T rUl ==z

3. Ein vollstandiger Verband (X, M, L) heif3t komplementiir,
wenn es zu jedem Element z ein Inverses 2! (bzgl. M und L) gibt:

xMat=_1 Uz ' =T

4. Ein Verband (X, M, U) heif8t distributiv, wenn
die Gesetze (DIST-L) und (DIST-R) fiir Ll und 1 gelten.

5. Ein vollstdndiger, komplementérer, distributiver Verband
heifdt auch boolescher Verband oder boolesche Algebra.

2.3.7 Proposition
Sei <: X x X eine totale Ordnung.
Sei min, max : X x X — X definiert durch:
min(z,y) € {z,y } Amin(z,y) <z Amin(z,y) <y und
max(x,y) € {z,y } ANz <max(x,y) Ay < max(z,y).
Dann ist (X, min, max) ein distributiver Verband.

2.3.8 Proposition
Sei M eine Menge.
Dann ist (P(M), N, U) ein boolescher Verband,
genannt Potenzmengenverband.
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3.1.1

3.1.2

3.1.3

3.1.4

3.1.5

3.1.6

3 Algebraische Strukturen — Informatisch

3.1 >-Algebren

Definition (Algebraische Signatur)
Eine [algebraische] Signatur ¥ = (S, O, ar) besteht aus

e einer Menge S = {s1, ..., s,} von Sortenbezeichnern,
e einer Menge O = {fi, ..., fn} von Operatorbezeichnern, und
e einer Abbildung ar : O — S*, genannt Stelligkeit,

mit |ar(f)| > 0 fur alle f € O.

Wir beschranken uns auf endliche Mengen S und O mit S # (.
Ein Operatorbezeichner f mit ar(f) = (s1,. .., sp, 5) heildt n-stellig.
Ein 0-stelliger Operatorbezeichner c heifst Konstante[nbezeichner].

Notation Sei ¥ = (S, 0, ar) mit f € O.

Wir schreiben kurz f : w, falls ar(f) = w.

Man schreibt auch f : sy X ... x s, — s, fallsar(f) = (s1,..., 5, ).
Gelegentlich schreibt man f : w — s, falls ar(f) = w - (s).

Wir schreiben O, £ { f € O | ar(f) = (s) }.

Wir schreiben O,, ,, = { f € O | ar(f) = w-(s) und |w| > 0}.

Definition (X-Algebra)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.
Eine X-Algebra A £ ( (Ay)ses, (fa)seo ) besteht aus

1. Trigermengen A, fiir alle s € S,
2. (a) Konstanten f4 € A, fuir alle f € O, und
(b) Abbildungen f4 : Ay, x ... x A;, — A firalle f € O,

Definition (Unteralgebra)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur. Seien A und A’ beide ¥-Algebren.
A heifst Unteralgebra von A’, geschrieben A C A’, falls:

o A, C Al furalles € S;
L] fA g fA’ fur alle f e O.

A ist echte Unteralgebra von A’, geschr. A C A’, falls A C A’und A # A’

Definition (Untersignatur)
Seien ¥ = (S, 0, ar) und ¥’ = (§',0’, ar’) Signaturen.
¥ heifdt Untersignatur von ', geschrieben ¥ C 3, wenn gilt:

e SCSundOCO
o ar C ar’ (d.h.,Vf € O.ar(f) =ar'(f)) (auch: ar = ar’[p)

¥ ist echte Untersignatur von ¥, geschr. ¥ C ', wenn X C ¥’ und ¥ # ¥

Definition (Redukt)
Seien & = (S, 0, ar) und ¥’ = (§', 0, ar’) Signaturen mit 3 C >'.
A = A'ly, heifst ¥-Redukt der ¥'-Algebra A’, falls gilt:

o Aist 3-Algebra;

o A, = Al furalles e S;

e f4= fafuralle f € O.
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3.2 Grundterme, strukturelle Induktion

3.2.1 Definition (Grundterme und Grundtermalgebra)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.
Die Familie (Tx s )scs der Grundterme zur Signatur ¥ ist definiert durch:

TZ,S é Os
U {f(tl, Ce ,tn) | f € O(sl ..... sn)%s A\ VZ € [1,71] tl € TZ,S«L}

Fiir w = (s1,...,5,) und n > 0 definieren wir Ty, = Ts,, X ... X Txq, .
Wir definieren Termkonstruktoren bzw. Termformer durch:

cry  Iss fur c € O, durch cp, 2
fTE : TE,w — Tgys fir f - O(31 77777 Sn)—rs durch fTE (tl, c. ,tn) £ f(tl, . 7tn)
fur beliebige (t1,...,t,) € Ty

Ty & ((Tss)ses, (fre) eo) heilt Grundtermalgebra
(bzw. Syntaktische Algebra) zur Signatur .

3.2.2 Lemma (Dekomposition)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur. Sei t € Ty, , fiir s € S.
Dann gilt genau einer der beiden folgenden Fille fiir ¢:

1. t=c fur c € O,

2. t=f(tr,...,t,) furf € O, snmsund Vi € [1,n].t; € Ts,

.....

Wegen dieses Lemmas ist es (per Definition) moglich, Aussagen iiber
Grundterme via , Pattern-Matching” zu analysieren, z.B., per Induktion.

3.2.3 Proposition (Strukturelle Induktion)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.
Sei P(t) ein Pradikat tiber Grundtermen aus (7% ;)ses-
Falls furalle s € S

1. furalle ¢ € O, gilt P(c)”, und
2. firalle f € O,,..5,)—s gilt

(Vie[l,n]. P(t;) ) = P( f(t1,....ta))
tur alle t1€lx ., ..., to€Tx 5,
beide gelten (bzw. bewiesen werden kénnen), dann gilt auch:
Vs e S.Vt € Ty 5. P(t)

3.2.4 Definition (Auswertung)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur. Sei A eine ¥-Algebra.
Sei s € S. Wir definieren eval‘: : Ty, s — A, durch:

evald(c) £ ¢y falls ¢ € Oq
eval?! (f(tr,...,ty) = fA(evalfl (t1),...,eval (t,)) falls f € O, 50)—ss

Die Abbildungsfamilie evalt £ ( evad;4 Ty s — As )
heifst Auswertung der Grundterme in A.
Wir erlauben dazu auch die Notation eval® : T, — A.

seES
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3.3.1

3.3.2

3.3.3

3.3.4

3.3 Variablen, Terme, Gleichungen

Definition (Signatur mit Variablen)

Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Sei X = (X;)ses eine S-indizierte Familie von Mengen,

deren Elemente wir Variablen nennen.

Gilt X,nO=0firalles €8,

sowie X, N X,, = ) fir alle s1, s, € S mit s1 # 5o,

so heifst X Variablensystem [zur Signatur 3.

Das Quadrupel (S, O, ar, X) heifit dann Signatur mit Variablensystem,
oder kurz: Signatur mit Variablen.

Notation Wir verwenden das Symbol ¥ der Einfachheit halber sowohl
tiir Signaturen mit als auch ohne Variablen. Im letzteren Fall bezieht sich
der Begriff >-Algebra dann auf die ersten drei Komponenten.

Definition (Terme und Termalgebra)
Sei ¥ = (S, O, ar, X) eine Signatur mit Variablen.
Die Familie (¥, ,)scs der [allgemeinen] X-Terme ist definiert durch:

X, = X,
U Os
U {f(t, sta) | f €O0smss A Vie[lin]. t; e TS, }
Fiir w = (s1,...,s,) und n > 0 definieren wir 7%, £ T¥ | x ... x T¥_ .

Wir definieren Termkonstruktoren durch:

cry T fiir c € O, durch ¢px 2 ¢
frx: T, = T, fir f €O, s)-s durch frs(ti . tn) 2 f(ty,... ty)
fiir beliebige (t1,...,tn) € T3

w

A

T £ ((T%)ses: (frx) seo) heift Termalgebra zur Signatur X.

Proposition (Strukturelle Induktion)

Sei ¥ = (S, O, ar, X) eine Signatur mit Variablen.
Sei P(t) ein Pradikat iiber Termen aus (73}, ).es-
Falls fiir alle s € S

1. furalle z € X, gilt P(x)”, und
2. furalle ¢ € O, gilt P(c)”, und
3. furalle f € O, s,)—s gilt

(Vie[l,n]. P(t;) ) = P( f(t1,...,t))
fur alle €Ty, ..., ta€T, “
gelten (bzw. bewiesen werden konnen), dann gilt auch:

Vse S.Vte Ty, . P(t)
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3.3.5

3.3.6

3.3.7

3.3.8

3.3.9

Definition (Variablenbelegung)

Sei ¥ = (S, O, ar, X) eine Signatur mit Variablen.

Sei A eine ¥-Algebra.

Eine S-indizierte Familie v = (o : X, — Ay ) g von Abbildungen,

die jeder Variablen ein Element der Tragermenge derselben Sorte zuord-
net, heifst Variablenbelequng bzw. Variablenassignment.

Wir erlauben dazu auch die Notation a : X — A.

Definition (Erweiterte Auswertung)

Sei ¥ = (S, O, ar, X) eine Signatur mit Variablen.
Sei A eine ¥-Algebra.

Sei a : X — A eine Variablenbelegung.

Die Abbildungsfamilie

( xeval?"A : T;is — A, )S

es
mit
xeval®(z) £ a,(z) fur alle x € X,
xeval®(c) 2 ¢y fur alle ¢ € Oy
xeval®4 (f(tr,...,tn) = fA(Xevalg‘l’A(tl), . ,Xevalg‘f(tn))

fur alle f € O(sl 77777 $n)—rs
und t; € T3, fiiralle i € [1,n].

heifst Auswertung der Terme in A.
Wir erlauben dazu auch die Notation xeval™* : TX — A.

Definition (Gleichungen)
Sei ¥ = (S, O, ar, X) eine Signatur mit Variablen.
Seien t),t, € T§ ; beliebige Terme der gleichen Sorte s € S.
Dann heifst
e £ (thi=st)

Gleichung [der Sorte s] zur Signatur ¥ oder auch X-Gleichung.
Gelegentlich schreiben wir kurz = anstelle von =;.
Falls weder ¢, noch ¢, Variablen enthalten, heifst e Grundgleichung.

Definition (Giiltigkeit)

Sei ¥ = (S, O, ar, X) eine Signatur mit Variablen.
Sei e £ (t) =, t,) eine ¥-Gleichung.

Sei A eine X-Algebra.

Dann heifst e giiltig in A, geschrieben A = e,

talls fiir alle Variablenbelegungen o : X — A gilt:

xeval®(t)) = xeval®(t,)
Andernfalls schreiben wir A }~ e.

Definition (Algebraische Spezifikation)

Sei ¥ = (S, O, ar, X) eine Signatur mit Variablen.
Sei F eine Menge von Y-Gleichungen.

Dann heifst (S, O, ar, X, E) Algebraische Spezifikation.

24. Januar 2012 | 24




34.1

3.4.2

3.5.1

3.5.2

3.5.3

3.4 Uberladen von Operationsbezeichnern

[EMC*01] erlaubt Signaturen das Uberladen von Operationsbezeichnern,
solange deren Stelligkeit verschieden ist. Zur formalen Beschreibung wer-
den dabei Mengenfamilien (OP,, s)uwcs+ses verwendet, deren Index be-
reits die Stelligkeit beinhaltet, so dass die Stelligkeitsfunktion ar entfallt.
(Die Definitionen weiterfithrender Konzepte zu signaturbasierten Alge-
bren miissen dann natiirlich dementsprechend angepasst werden.)

Definition Eine algebraische Signatur 3 = (S, OP) besteht aus

e einer Menge S = {s1,...,s,} von Sorten, und
e eciner Familie OP = (OP,, s)wes* ses von Operationssymbolmengen.

Ein Operationssymbol f € OP;, .., , heifit n-stellig.
Ein 0-stelliges Operationssymbol ¢ € OP, , heifst Konstante[nsymbol].

Bemerkung Besteht dieﬂFamilie (OP,, s)wes* ses aus paarweise disjunkten
Mengen, liegt also kein Uberladen der Bezeichner vor, so gilt (S, O, ar) mit

O {f|IweS . 3Ise€S.feOP,,}
ar(f) w - (s) fur f € OP, s mitw € S*,s € S
als entsprechende Signatur in bisheriger Terminologie.

A
A

3.5 Homomorphismen

Definition (Homomorphismen)

Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Seien A, B zwei X-Algebren.

Ein ¥-Homomorphismus h : A — B ist

eine Familie von Abbildungen (h, : A; — B;)ses, so dass

e fiir alle ¢ € O, gilt h(ca) = cp, und
hS(fA(alv ) an)) - fB(hS1(a1)’ SRR hSn(an))

Homomorphismen heifSen injektiv /surjektiv/ bijektiv,
wenn dies jeweils fiir alle Teilabbildungen h, fiir s € S gilt.
ids : A — A heif3t Identitit, falls Vs € S .Va € A .(ida)s(a) = a.

Definition (Komposition)

Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Seien A, B, C' drei X-Algebren.

Seienh: A — Bund g : B — C zwei X>-Homomorphismen.

Dann ist die Komposition, geschrieben goh : A — C, definiert durch:

Vs €S .(goh)s 2 gsohs
(g o h ist dann ebenfalls ein ¥-Homomorphismus.)
Definition (Isomorphismus)

Ein ¥-Homomorphismus h : A — B heif$t Isomorphismus,
falls es einen ¥-Homomorphismus ht:B— A gibt, so dass:

h™toh =idy und hoh™' =idp
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3.5.4

3.5.5

3.5.6

3.5.7

3.5.8

3.5.9

3.5.10

Definition (Bildalgebra)

Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Sei h : A — B ein ¥-Homomorphismus.

Die Bildalgebra h(A) ist die Unteralgebra von B, definiert durch:

1. h(A), = hy(A,) fiir alle s € S;
2. fh(A) = fB fiir alle fe0y

Theorem (Abbildungssatz)
Sei f : A — B ein beliebiger ¥-Homomorphismus. Dann existieren

e eine X-Algebra C (eindeutig bestimmt , bis auf Isomorphie”),
e ein surjektiver ¥-Homomorphismus g : A — C,
e cin injektiver X-Homomorphismus b : C' = B,

so dass [ = hog. (Die Zerlegung ist bis auf Isomorphie eindeutig.)

Proposition (Homomorphismen bewahren Grundterme)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Sei h : A — B ein ¥-Homomorphismus.

Dann gilt: Vs € S.Vt € Tx ;. hy(evall () = eval? (¢)

Proposition (Homomorphismen bewahren Grundgleichungen)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Seih : A — B ein ¥-Homomorphismus.

Sei e eine ¥-Grundgleichung.

Dann gilt: wenn A = e, dann auch B [= e.

Definition (Initiale und finale Algebra)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.
Sei Xlg(X) eine Menge von X-Algebren.

1. Eine Algebra I € Xlg(X) heisst initial in Xlg(X),
falls fiir alle Algebren A € Xlg(X)
genau ein Homomorphismus i : I — A existiert,
genannt initialer Homomorphismus.

2. Eine Algebra F' € Xlg(X) heisst final in Xlg(X),
falls fiir alle Algebren A € Xlg(X)
genau ein Homomorphismus f : A — F existiert,
genannt finaler Homomorphismus.

Lemma

Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Sei Xlg(X) eine Menge von 3-Algebren.
Seien A und B initial (bzw. final) in XlIg(X%).
Dann existiert ein Isomorphismus i : A — B.

Theorem (Initialitit)

Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Sei Alg(X) die Menge aller ¥-Algebren.

Dann gilt: die Grundtermalgebra T ist initial in Alg(X).
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3.6.1

3.6.2

3.6.3

3.6.4

3.6.5

3.6.6

3.6 Kongruenzen

Definition (Kongruenz)

Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Sei A eine X-Algebra.

Sei K = (K)ses mit K@ Ag x Ay

eine Familie von Aquivalenzrelationen.
K heifst Kongruenz[relation], falls
firalle f € O, ... 5,)—s und

fur alle a;,b; € A, miti € [1,n] gilt:

(al,bl) EKsl VAN (an,bn) EKsn
— (fA(CLl,...,an), fA(bla-w)bn)) GKS

Bemerkung
Fiir Konstanten gibt es in Definition 3.6.1 offensichtlich keine Bedingung.

Definition (Quotientenalgebra)

Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Sei A eine ¥-Algebra.

Sei K = (K;)ses eine Kongruenz.

Dann konstruieren wir die Quotientenalgebra A/ K wie folgt:

1. (A/K), & A,/K, fiiralles € S

(Die Tragermenge (A/K), ist der Quotient von A, bzgl. K.)
(Die Elemente der Tragermengen sind somit Aquivalenzklassen.)

2. (a) furalle c € Oy gilt:
CA/K = [CA]KS

(b) furalle f € O, ... 50)s
und fir alle [a;] € (A/K),, miti € [1,n] gilt:

fA/K( [a1], ..., [an] ) = [fA(al,...,an) }K

Definition (Kern eines Homomorphismus)
Sei ¥ = (S, O, ar) eine Signatur.

Seien A und B zwei X-Algebren.

Sei h : A — B ein ¥-Homomorphismus.
Dann heift die Familie

s

Ker(h) £ ( Ker(h,) )

seS

der Kern von h.

Bemerkung Mit Definition 1.4.11 gilt offensichtlich:
Ker(h), : As X Agund fir alle ay, as € A;

(a1,a9) € Ker(h)s <= hs(a1) = hs(az)

Proposition (Kern eines Homomorphismus)
Sei X eine Signatur.

Seien A und B zwei X-Algebren.

Sei h : A — B ein ¥-Homomorphismus.
Dann ist Ker(h) eine Kongruenz.
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