Formale Sprachen und Automaten
(Formelsammlung, v1)

Uwe Nestmann
Technische Universitat Berlin

29. Marz 2021

Literatur

[ABO2] Alexander Asteroth and Christel Baier. Theoretische Informatik.
Pearson Studium, Miinchen, 2002.

[EMC*"01] H. Ehrig, B. Mahr, F. Cornelius, M. Grosse-Rhode, and
P. Zeitz. Mathematisch-strukturelle Grundlagen der Informatik,
2. iiberarbeitete Auflage. Springer, 2001.

[Ros07]  Kenneth H. Rosen. Discrete Mathematics and Its Applications.
McGraw-Hill, 2007.

[Sch01]  Carol Schumacher. Chapter Zero — Fundamental Notions of
Abstract Mathematics. Addison Wesley, 2001.

[Sch03]  Uwe Schoning. Theoretische Informatik — kurzgefasst. Spek-
trum Lehrbuch. Spektrum Akademischer Verlag, 2003. 4.
Auflage, korrigierter Nachdruck.

[SL19] Olivier Séete and Jorg Liesen. Analysis I und Lineare Algebra fiir
Ingenieurwissenschaften. Technische Universitat Berlin, 2019.

[VelO6] Daniel ]J. Velleman. How to Prove It — A Structured Approach.
Cambridge University Press, 2006.



Inhaltsverzeichnis

0 Basiswi l
0.1 Mathematische Grundlagen Anal/LinA|. . . . .. ... ..
0.2 Gleichheitlen| . . .. ... .. ... ... ... ... ...
03 Mengen|. ... ... ... ... . . ... ... ..
0.4 Aussagenlogikl. . ... ... ... .. ... .. 000,
0.5 Pradikatenlogikl . . ... ... ... .. ... .. 0000,
0.6 Relationen| . . . ... ... ... . oo 000000
0.7 Abbildungen|. . . ... ... ... ... o oL
08 Mengen++ . . ... ... ... ...

nalitdtl . . . ...
0.10 Homogene Relationen| . . .. ... ..... .. ... ... ..
0.11 Ordnungen|. . . . . .. ... ... ... .. ... .......
0.12 Aquivalenzen| . . ... ........... ... .......
0.13 Faktorisierungssatzel . . .. ... ... ... ... ... ...

(1 Formale Sprachen|

MI_Worterl . ... ... ..ot
12 Sprachen| . .. ... ... .. ... ... ... 00

1.3 Grammatikenl . . .. .. ... ... ... Lo oL
(1.4 Chomsky-Hierarchiel . . . . . ... ... ...........

2 Reguldre Sprachen und Automaten|
2.1 Deterministische endliche Automaten| . . . ... ... ...

2.3 Minimierung|. . . .. ... oo
|§.4 Eigenschaften reguldrer Sprachen| . . ... ... ... ...

3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten|
B.I Syntaxbidume und Normalformen| . .. ... ... ... ..
B.2  Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus| . .. ... ... ...

29. Mirz 2021 | 2




0 Basiswissen

Die Inhalte dieses Kapitels sind vor allem als Nachschlagewerk zu ver-
stehen: wenn sich Lesende der spéateren Kapitel der Definition des einen
oder anderen mathematischen Konzepts nicht sicher sind, so findet sich
hier eine meist recht formale saubere Definition.

Der Text beinhaltet auch Passagen, die in einem leichten Grauton
anstelle von Schwarz erscheinen. Dies deutet darauf hin, dass es sich um
ntitzliche Einsichten oder Notationen handelt, die aber nicht wesentlich
zum Verstehen der Inhalte des Moduls sind.

0.1 Mathematische Grundlagen Anal/LinA

Wir fassen kurz zusammen, welche Inhalte in Bezug auf das Skript des
Kombimoduls ,Analysis I und Lineare Algebra fiir Ingenieurwissen-
schaften” [SL19] schon bekannt sein sollten. Wir zeigen zudem auf, wo
sich diese Teile in der vorliegenden Formelsammlung wiederfinden und
worin ein meist hoherer Grad der Formalisierung liegt.

e Dir Grundlagen der Mengenlehre sind aus dem Kombimodul be-
kannt. In Abschnitt [0.3 fassen wir diese formal zusammen und
betonen die verschiedenen Methoden, mit denen Mengen definiert
werden konnen. Dazu fithren wir das in der Informatik eminent
wichtige Konzept der Potenzmenge ein. Der Zusatzabschnitt
erweitert diese Moglichkeiten mithilfe von Abbildungen.

e Wir gehen davon aus, dass die iiblichen Zahlenrdume bzw. die ent-
sprechenden Mengen bekannt sind (ebenfalls Abschnitt[0.3).

e Der Abschnitt 0.4 zur Aussagenlogik ist deutlich formaler gehal-
ten als es aus dem Kombimodul bekannt ist; zudem wird auch
deren Semantik formalisiert. Neben niitzlicher Terminologie wer-
den auch logische Aquivalenzen eingefiihrt, die die Grundlage und
Berechtigung fiir viele bekannte Beweisprinzipien der Mathematik
darstellen.

e Der Abschnitt zur Pradikatenlogik ist ebenfalls recht formal
gehalten, verzichtet aber der Einfachheit halber auf eine formale
Semantik. Es gentigt jedoch, um Induktionsprinzipien wie die aus
der Mathematik bekannte vollstandige Induktion als geschlossene
Formel darzustellen.

e Der Abschnitt zu Abbildungen und deren Eigenschaften ori-
entiert sich weitgehend an der Notation des Kombimoduls. Abbil-
dungen werden in diesem Modul jedoch als Spezialisierung des
Relationskonzepts aus Abschnitt |0.6| eingefiihrt und vor allem im
Abschnitt|0.9| zur Formalisierung von Kardinalitdten genutzt.

Insbesondere die Abschnitte und zu Relationen, darauf aufbau-
end zu Ordnungen und Aquivalenzen aber auch zu Kardinali-
taten |0.9 enthalten im Vergleich zum Kombimodul neues Material.
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0.2 Gleichheit[en]

In vielen Texten findet man ,:=" (gelegentlich auch ,=:") oder ,,d:ef” als
Symbol fiir definierte bzw. definierende Gleichheit. In dieser Formelsamm-
lung benutzen wir stattdessen das Symbol 2 Beispielsweise wird durch

Bez £ Ausdruck

definiert, dass in der Folge — zumindest im Kontext dieser Definition —
der Bezeichner Bez metasprachlich immer durch den Ausdruck Ausdruck
ersetzt werden darf. Dies gilt dann auch nur, weil wir es fiir unsere
Bediirfnisse so festgelegt, eben definiert haben.

Wir verwenden das eher generische Gleichheitssymbol ,, =" immer
dann, wenn aus irgendwelchen Griinden — neben der direkt definierten
Gleichheit beispielsweise aufgrund der in der Schule gelernten Grund-
rechenarten — eine ,,wie auch immer geartete Gleichheit” zwischen zwei
Dingen bzw. Ausdriicken festgestellt werden kann und damit gilt.

Manche Gleichheiten bezeichnen wir auch als Aquivalenz (aka: Gleich-
wertigkeit) und verwenden dann dafiir ein besonderes Symbol, oftmals
das ,=", wie beispielsweise im Fall der semantischen Aquivalenz von aus-
sagen- und prdadikatenlogischen Formeln in § und Was der Be-
griff abstrakt (und damit: genau) bedeutet, das zeigen wir in §[0.12]

Umgangssprachlich mag es helfen sich zu vergegenwartigen, dass
das gleiche und dasselbe unterschiedlich benutzt werden, obwohl beide
den Charakter einer Gleichheit besitzen.

Etwas formaler: Nehmen wir beispielsweise die Menge der Briiche,
wie in ,,Anal/LinA” [SL19] definiert, dann sind Briiche wie % und % defi-
nitiv verschiedene Gegenstdnde, also nicht gleich, sie bezeichnen aber die
gleiche (sogar dieselbe!) rationale Zahl, die man ansatzweise mit der Peri-
odendarstellung 0,6 eindeutig zu reprdsentieren versucht. (Hier sei die
Problematik der beiden verschiedenen Dezimaldarstellungen 0,9 und
1,0 genannt, die ja dieselbe Zahl bedeuten.) Andererseits kann man %

und % insofern auch als dquivalent in Bezug auf Kiirzbarkeit ansehen.

‘"
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0.3.1

0.3.2

0.3.3

0.3.4

0.3.5

0.3.6

0.3 Mengen

Die Bezeichner von Standardmengen, wie beispielsweise IN fiir die Men-
ge der natiirlichen Zahlen, verwenden einen anderen Schriftsatz als Me-
tavariablen fiir Mengen; fiir letztere bevorzugen wir A, B, C, ..., mogli-
cherweise mit Indizes (Zahlen oder anderen Buchstaben) versehen.

Notation (Beschreibungsformen 1)

e Eine Menge A kann durch A £ { a;, ay, ag, ... } als die explizite
Aufzdhlung unterscheidbarer Elemente a; definiert werden.

e Die Aussage ,,a € A” bezeichnet den Sachverhalt,
dass a ein Element der Menge A ist.

e Die leere Menge () = {} enthilt keine Elemente.

Definition (Zahlenmengen)
e N2{0,1,2,3 ..., Nt&£{1,2,3,...%

e Mit Z,Q, R bezeichnen wir die gebrduchlichen Mengen von
ganzen Zahlen, rationalen Zahlen, reellen Zahlen.

Definition (Grofse von Mengen) Sei A eine beliebige Menge.
#(A) (oder auch |A|) bezeichnet die Anzahl der Elemente in A.
Es gilt #(A) € IN oder #(A) = 0.

Notation (Beschreibungsformen 2) Die Schreibweise
{xeB|P(x)} bzw. {x]|P(x)}

definiert die Menge derjenigen Elemente x [aus der Menge B],
die die Eigenschaft bzw. das ,Pradikat” P erfiillen. Dabei gilt:

e Die Angabe von B kann manchmal entfallen, wird aber empfohlen.
Das Symbol ,|“ kann dabei als ,,so dass” gelesen werden.

e Die Angabe von P(x) erfolgt entweder umgangssprachlich oder

durch eine logische Formel (siehe sowie §[0.4 und [0.5).
e Die Menge { x; | 1 € I } heifdt iiber I indizierte Menge.

Sowohl { x € B | P(x) } als auch { x | P(x) } definieren nur dann Mengen,
wenn fiir alle betroffenen x die Wahrheit von P(x) tiberpriifbar ist.

Proposition (Mengen und Elemente)
1. Fiir beliebige Pradikate P gilt: { y | P(y) } ={x | P(x) }.
2. Fiir beliebige Mengen A gilt: A ={x|x € A }.
3. Fiir beliebige Pradikate P gilt: {y | P(y) }={x|xe{y[P(y) } .

Definition (Zahlenmengen)
Im,n&{ieN|m<iundi<n}firm,nelN
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0.3.7

0.3.8

0.3.9

Notation (,,Logik-Sprache” durch Junktor-Symbole)
Wir fithren logische Konnektive zundchst semi-formal
als symbolische Abkiirzungen natiirlichsprachlicher Begriffe ein.

Verum T steht fiir ,,wahr”

Falsum 1 steht fiir ,falsch”

Negation — steht fiir ,nicht”

Konjunktion /\ steht fiir ,,und”

Disjunktion \/ steht fiir ,oder”

Implikation — steht fiir ,impliziert” (d.h. ,1af3t schliefSen aut”)
Biimplikation <« steht fiir ,,genau dann, wenn” (,,g.d.w.”)
Universelle Quantifikation V steht fiir , fur alle”

Existentielle Quantifikation 3 steht fiir ,es gibt”

Definition (Teilmengen, Gleichheit von Mengen)
Seien A und B zwei beliebige Mengen.
A heifst Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn fiir alle x gilt:

(x e A) = (x € B)

A und B heiflen gleich, geschrieben A = B, wenn gilt:
ACBABCA

A heifdt echte Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn gilt:
ACBANA#B

Wenn A (echte) Teilmenge von B ist,
dann heisst B (echte) Obermenge von A.

Definition (Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt)
Seien A und B zwei beliebige Mengen. Wir definieren:
Vereinigung[smenge] von A und B:

AUB2{x|xecAVxeB}
Schnitt[menge] von A und B:

ANB&2{x|xcAAxeB}
Differenz bzw. Komplement von A in [Bezug auf] B:

B\AZ{x|x€EBAxZA}
[kartesisches] Produkt von A und B:

AxB2{(aq,b)|lacANbEB)}

disjunkte Vereinigung von A und B:

AWB = (Ax{1}) U (Bx{2})

Die Wahl von {1, 2} in der Definition disjunkter Vereinigung ist willk{ir-
lich. Beliebige andere Werte hétten verwendet werden konnen.
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0.3.10

0.3.11

0.3.12

0.3.13

Definition Sei M eine Menge von Mengen. Dann gilt:

UM 2 {x|3ImeM.xcm}
NAM = {x|VmeM.xcm}

Als Spezialfille werden héufig indizierte Vereinigungen verwendet.

{x|diel.xem}
{x|Viel.xemy}

Uier mu

L
MNier ™ <

Definition (Potenzmenge) Sei A eine beliebige Menge. Dann heifst
P(A)={B[BCA}
Potenzmenge von A. Alternativ gilt die Notation 2A £ P(A).

Proposition Sei A eine beliebige Menge. Dann gilt:

HPAD =1 & falls #(A) = oo

{2#(/*) falls #(A) < oo

Notation (Beschreibungsformen 3: (Strukturelle) Induktion)
Unendlich grofie Mengen konnen auch rekursiv bzw. induktiv durch die
Angabe endlich vieler Regeln eindeutig definiert werden. So ergibt sich
die Menge der natiirlichen Zahlen IN aus folgenden zwei ,Regeln”:

Basis 0 € IN;
Komposition wenn n € IN, dann auch n+1 € IN.

Gemeint ist damit, dass die Menge IN aus genau solchen Elementen be-
steht, die sich durch die beiden Regeln ,herleiten” lassen. Mit anderen
Worten: alle solchen Elemente gehdren dazu, aber keine anderen.

Verallgemeinert spricht man von der Definition einer Menge M durch
strukturelle Induktion, wenn es eine Basismenge B gibt, deren Elemente
ohne weitere Vorbedingung dazugehoren:

Basis BC M

Hinzu kommen endlich viele Regeln der Komposition, mit deren Hilfe
aus in M bereits enthaltenen Elementen strukturell — wie im Beispiel der
Definition von IN ersichtlich — neue Elemente konstruiert in in M aufge-
nommen werden. Definition liefert hierzu ein typisches Beispiel.
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0.4.1

0.4.2

0.4.3

0.4 Aussagenlogik

Definition (Syntax der Aussagenlogik)

Sei V eine Menge von aussagenlogischen Variablen.
SeiVN{T, L — AV, =, <, ()}=0.

Dann ist die Menge A(V) der aussagenlogischen Formeln zu V
definiert als kleinste Menge mit:

e VU{T, L}CA(V);
e wenn @ € A(V), dann auch —¢ € A(V);
e wenn { @1, 92} C A(V),
dann auch { (@1 A @2), (@1V @2), (91— @2), (91 < @2)} C A(V).

Wir verwenden p, q, . .. als Metavariablen fiir Elemente von V.
Wir verwenden @, 1, ... als Metavariablen fiir fir Elemente von A (V).

Formeln in A(V), die

e keine aussagenlogischen Variablen beinhalten, heiflen Aussagen.

e aussagenlogische Variablen beinhalten, heifien Aussagenschemata.

e nur aus einem einzigen Element in VU{ T, L } bestehen,
heiflen atomar, alle anderen Formeln heifSen zusammengesetzt.

e maximal eine aussagenlogische Variable und aufier T oder L
maximal einen weiteren Operator betreffen, nennen wir trivial.

Notation Fiir bessere Lesbarkeit konnen manche Klammern entfallen.
Dazu gelten folgende Regeln des Operatorenvorrangs:

— bindet starker als alle anderen Konnektive;
/A und V binden gleich starkﬂ

/A und V binden stiarker als — und <;

— und < binden gleich stark.

Auflenklammern diirfen (nur zwecks Lesbarkeit) weggelassen werden.
Syntaktisch korrekte Formeln beinhalten dennoch immer alle Klammern.

Definition (Semantik der Aussagenlogik)

Sei V eine Menge von aussagenlogischen Variablen.

Eine Variablenbelegung (3 weist jedem Element p € V

genau ein Element B(p) € B £ {1, 0} der Wahrheitswerte zu.

Die zu B gehorige Auswertung [-]P weist jedem Element @ € A(V)
genau ein Element [@]P € B zu.([¥]P darf kurz als [P ] geschrieben
werden, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht.)

Zur Definition von [ - ]P gilt fiir atomare Formeln:

e [TIP 21
e [L]F20
o [pI® = B(p)

In manchen Darstellungen wird A als vorrangig gegeniiber \/ betrachtet.
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Wahrheitstabellen definieren die Semantik zusammengesetzter Formeln
(wobei wir der Einfachheit halber hier das Superskript 3 weglassen):

[o] | [—¢]
0 1
A
o1l | L2l | [o1 A @2l [o1] | T2l || [o1V @2]
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
[o1] | T2l || [ — @21 [o1]| T2l || [@1 <> @21
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

0.4.4 Bemerkung Es gilt offensichtlich, dass:

[~p]l=1—-[¢]

[lor N2l =111 -T[e2]
lorVerl=Tle1l+1o2]l—T[o1 N\ @2l

[@1 — 2] =1 genau dann, wenn [¢1] < [ @3]
[1 <> @2] =1 genau dann, wenn [¢@1] =[]

0.4.5 Definition
Sei V eine Menge von aussagenlogischen Variablen.

1. Zwei Formeln @, € A(V)
heifSen logisch dquivalent, geschrieben ¢ = E|
wenn fiir alle Variablenbelegungen (3 gilt: [[(p]]B = [xp]]ﬁ.
2. Eine Formel ¢ heifst allgemeingiiltig, wenn @ = T.
Eine Formel ¢ heifst kontradiktorisch, wenn ¢ = L.
4. Eine Formel ¢ heif$t erfiillbar,
wenn es eine Variablenbelegung 3 gibt mit [ @ [P = 1.

®

Aquivalenzen zwischen trivialen Formeln diirfen ohne Beweis benutzt
werden (z.B.: TAp=p,pV.il=p,p—op=T,...)

0.4.6 Proposition (Logische Aquivalenz (1))

P11 = @1 Idempotenz von A
©1V 91 =01 Idempotenz von V
P1 NP2 =P\ @1 Kommutativitdt von A
1V 2= @2V Kommutativitit von
(@1 N 92) A3 = @1 A\ (@2 A\ @3) Assoziativitat von /A
(@1 V@2) Vo3 =91V(p2V @3) Assoziativitit von V
(1 A\N@2)V 3= (01 V @3) N\ (p2V @3) Distributivitat von V iber /A
(1 V @2) N\ 3= (@1 /\@3)V (@2 /\ @3) Distributivitat von /\ iber V

2In manchen Darstellungen wird = als Synonym fiir <+ betrachtet, d.h., als Junktor
innerhalb der Formelsprache.
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0.5.1

0.5.2

0.5.3

TP = @1 doppelte Negation

e1/\N—p1 =L Tertium Non Datur A
1V =T Tertium Non Datur V
(1 AN @2) =1V De Morgan I
—(p1V @2) =1 A—@s De Morgan 1II
©1— @2 = @1V @2 Implikation
©1 = @2 =@ = Q1 Kontraposition

91 ¢ 02 = (91 = 92) N\ (@2 = @1) Biimplikation

0.5 Prdadikatenlogik

Notation (Pradikate)
In der Aussagenlogik beinhaltet VU{ T, L } die atomaren Ausdriicke.
In der Pradikatenlogik werden aussagenlogische Variablen aus V ersetzt
durch so genannte Pridikate in Pr(X), die wiederum parametrisiert sind
tiber eine Menge X von Termuvariablen.

Typischerweise enthélt Pr(X) Ausdriicke der Form r(ty,...,t,) mit
n € INT, wobei r zu einer anzugebenden Menge S, so genannter Rela-
tionssymbole gehbriﬂ (siehe § und die t; aus Variablen in X sowie
Elementen einer ebenfalls anzugebenden Menge S¢,, so genannter Funk-
tionssysmbole (siehe §[0.7) zusammengesetzt werden.

Wir schreiben X fiir X1, ..., xn und t fir ty, ..., tn.

Definition (Syntax der Pradikatenlogik)

Sei X eine Menge von Termuvariablen.

Sei Pr(X) eine Menge von Pridikaten tiber X.

Dann ist die Menge P(X) der pridikatenlogischen Formeln zu X
definiert als kleinste Menge mit:

e Pr(X)U{T, L}CPX);
e wenn @ € P(X),
dann auch —¢ € P(X);
e wenn { @1, 92} C P(X),
dann auch { (@1 A @2), (91V @2), (01 = @2), (@1 < @2)} C P(X),
e wenn @ € P(X),
dann auch { (Vx.@), (Ix.@) } C P(X).

Wir verwenden ¢,1, ... als Metavariablen fiir logische Formeln.

Notation (Quantoren und Variablen)
In den Formeln (Vx.@) und (3x.¢@) ,binden” die Quantoren jeweils die
Variable x in der Formel ¢. Um Missverstandnisse durch verschachtelte
Mehrfachbindung zu vermeiden, benutzen wir immer paarweise ver-
schiedene Variablen in den vorkommenden Quantoren.

Quantoren werden hdufig in eingeschrankter Form verwendet:

(Vx€A.@) =  (Vx.xEA — @)
(3xeA.@) £ (Ix.x€AAN9)

Im Fach Logik gilt dabei, dass die Menge A nicht leer sein darf.

3Ublicherweise ist das Gleichheitssymbol = in S, enthalten.
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Oft werden Formeln ¢ zusammen mit den in ihnen frei (d.h. nicht
durch Quantoren gebunden) vorkommenden Variablen X notiert als ¢ (X).
Das erleichtert die Notation zur Instanziierung der Variablen bzw. zum
Einsetzen von konkreten Termen in entsprechender Form als o(1).

0.5.4 Notation (Quantoren und Klammerung)
Fiir Quantoren gelten folgende Regeln des Operatorenvorrangs:

e Vund 3 binden gleich stark;
e V und 3 binden schwicher als alle anderen Konnektive.

0.5.5 Notation (Eindeutigkeit)
Die Aussage ,es gibt genau ein x fiir das ¢ (x) gilt” wird abgekiirzt durch:

Iel) 2 (3ze) A (e Aely) = x=y)

0.5.6 Proposition (Logische Aquivalenz (II))

Ix.—e
Vx. @

—(Vx. @)
—(Ix. @)

0.5.7 Proposition (Mathematische Induktion)
Sei P(n) ein Pradikat tiber den natiirlichen Zahlen IN. Falls

1. P(0)
2. P(n) = P(n+1) fir allen € N

beide gelten (bzw. bewiesen werden konnen), dann gilt auch:
vn e IN.P(n)

0.5.8 Notation (Induktionsschemata)
Sei P(n) ein Pradikat iiber den natiirlichen Zahlen IN.
Das Prinzip aus Proposition kann knapp in einer einheitlichen For-
mel, genannt Induktionsschema, zusammengefasst werden.

( PO) A ((¥n e N.(P(n) = P(n+1) ) ) — (Vx € N.P(x))

0.5.10 Bemerkung Abgesehen von den oben definierten Induktionsprinzipien
und -schemata im Fall der natiirlichen Zahlen kann man Induktions-
prinzipien und -schemata fiir jede per struktureller Induktion definierte
Menge (siehe Notation begriinden.
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0.6 Relationen

0.6.1 Definition (Kartesisches Produkt)
Seien Ay, ..., A, beliebige Mengen fiir n € IN. Dann heifst

[Th A & {(a, ..., an) [Vie[l, n].qi€A;}

[kartesisches] Produkt der Aj.
Es wird auch notiert als A1 x - -+ x Ay, (siehe Def. fir n = 2).

e Die Elemente von []i*; A; heiflen n-Tupel.
e 2-Tupel heifien Paare.
e () heifst leeres Tupel; es wird hdufig auch mit A bezeichnet.

Fiir eine beliebige Menge A und n € IN definieren wir A™ £ [ A.

0.6.2 Bemerkung (Spezialfille)
Sei A eine beliebige Menge.

e A={()}
e [[iL; Ai =0, falls Ay = 0 fiir mindestens ein k € [1, n].

0.6.3 Definition (Relation)
Seien Ay, ..., A, beliebige Mengen.
Sei R C [TiL; Ai. Dann heif3t

R (A A
~—_—
Graph Typ

n-stellige Relation. Der Spezialfall der 2-stelligen Relation heifst auch
bindre Relation, alternativ mit Infixschreibweise a R b fiir (a,b) € R.
Zwei Relationen Rp : (Aq,...,An) und R : (By,...,Bm) sind gleich,

falls
1. n=m,
2. A;=B;furallel <i<n,und
3. Rp = Rg.

0.6.4 Definition (Spezialfille)
Seien A und B beliebige Mengen.

e Dap:(A,B) mit 0ap 20
bezeichnet die leere Relation (mit Typ (A, B)).
e Vap:(A,B) mit Vap2AxB
bezeichnet die universelle Relation bzw. Allrelation (mit Typ (A, B)).

Wenn der Typ implizit klar ist, kann der Index weggelassen werden.

0.6.5 Notation

e In [EMC™01] wird eine Relation Rel anstelle von Graph(Rel) : Typ(Rel)
als Paar (Typ(Rel), Graph(Rel)) notiert (mit anderer Typnotation).

e Ist der Typ einer Relation implizit klar, wird oft nur R angegeben.
In diesen Féllen wird auch der blofie Graph als Relation bezeichnet.
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0.6.6 Definition (Totalitit und Eindeutigkeit)
Sei R: (A, B) eine bindre Relation. R heifst

1. linkstotal, falls:
VaeA .dbeB.aRb

2. rechtstotal, falls:
YbeB.dacA . aRb

3. linkseindeutig, falls:

Vaj, ap€A . VbeB. ((a;Rb A aRb — aj=a, )
4. rechtseindeutig, falls:

Va€A .Vby, byeB. ( aRby A aRb, — bi=b; )

0.6.7 Definition (Komposition) Seien A, B, C drei beliebige Mengen.
Seien P : (A,B) und Q : (B, C) zwei beliebige Relationen.
Dann ist die Komposition P;Q : (A, C) definiert wie folgt:

P,Q £ {(a c)eAxC|3IbeB.aPbAbQc}

0.6.8 Notation Aus Bequemlichkeit schreiben wir oft PQ anstelle von P;Q.
Aus Griinden der Konsistenz mit dem Kompositionsbegriff fiir Funktio-
nen (siehe §0.7) verwenden wir auch die Notation: Q o P £ P;Q

0.6.9 Proposition (Assoziativitit der Komposition)
Seien A, B, C, D beliebige Mengen.
Seien P: (A,B), Q: (B,C) und R: (C, D) drei beliebige Relationen.
Dann gilt:
P;(Q;R) = (P;Q);R

0.6.10 Definition (Umkehrrelation)
Seien A und B zwei beliebige Mengen. Sei R : (A, B).
Die Umbkehrrelation von R, geschrieben R™ 1. (B, A), ist definiert durch:

R1 2 {(b,a)|(a b)eR}

0.6.11 Proposition (Eigenschaften der Umkehrrelation)
Seien A, B, C drei beliebige Mengen. Seien R: (A,B) und Q : (B, C) zwei
beliebige Relationen. Dann gilt:

1. RFH1T=R
2. (RQ) 1 =Q IR
3. (QoRT=R1oQ!
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0.7

Abbildungen

0.7.1 Definition (Partielle Abbildung)
Sei f : (A, B) eine rechtseindeutige Relation. Dann heifst f partielle Abbil-
dung f vom Typ A — B, geschrieben f: A — B.

1.
2.
3.

Wir schreiben f(a) = b, falls (a,b) € f.

f(a) ist Funktionswert von f an der Stelle a.

A heifst Argumentbereich bzw. Domain von f, geschrieben dom(f).
B heift Zielbereich bzw. Codomain von f, geschrieben cod(f).
Seien Aj C A und By C B. Dann heifen die Mengen

£ {beB|JacAy.fla)=b}
f1(Bg) £ {a€A|TFbeBy.f(a)=b}
Bild von Ay bzgl. f, sowie Urbild von By bzgl. f.
Die Mengen Bild(f) 2  f(A)
Def(f) f~1(B)

heifSen Bildbereich Bild(f) C B und Definitionsbereich Def(f) C A.
Dartiberhinaus heifst f [totale] Abbildung, geschrieben f : A — B,
falls f linkstotal ist.

(1> 11

Wir verwenden die Begriffe Abbildung und Funktion synonym.

0.7.2 Notation Anstelle von Paaren (a, b) verwendet man im Kontext von Ab-
bildungen hdufig auch die Schreibweise a — b. Partielle Abbildungen
konnen dann auch durch folgende Schreibweise definiert werden:

a — Berj(a) ;P1(a)

f: A — B;a+— Ber¢(a) bzw. f:A—B;<a— Bery(a);Py(a)

wobei die Prdadikate Py, Py, ... eine Fallunterscheidung definieren und
die Bery, Bery, Bery, . .. jeweils ,,Berechnungsvorschriften” reprasentieren.

0.7.3 Proposition (Gleichheit partieller Abbildungen)
Zwei partielle Abbildungen f; : A; — By und f; : Ay — B sind gleich,
falls A1 = Ay, B; = By, Def(f1) = Def(f,) und Vx € Def(f1).f1(x) = fa(x).

0.7.4 Theorem (Komposition partieller Abbildungen)
Seien f : A — Bund g : B — C partielle Abbildungen. Dann ist deren
Komposition (g o f) : A — C wieder eine partielle Abbildung.
Auflerdem gilt: (g o f)(x) = g(f(x)) fiir alle x € Def(g o f).

0.7.5 Definition (Eigenschaften partieller Abbildungen)

Begriff LT | LE | RE | RT
partielle Abbildung
Abbildung .
injektive partielle Abbildung .
surjektive partielle Abbildung
bijektive partielle Abbildung

Bijektion o
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0.7.6 Proposition (Umkehrabbildung I)
Sei f : A — B eine partielle Abbildung. Ist f injektiv, dann ist auch die

Umkehrrelation f~! : (B, A) eine injektive partielle Abbildung.
Auflerdem gilt: (1=

0.7.7 Definition (Isomorphie)
Seien A und B zwei Mengen. Wenn eine Bijektion f: A — B existiert,
dann heiflen A und B isomorph, geschrieben A = B.

0.7.8 Proposition (Umkehrabbildung II)
Eine Relation f: (A, B) ist genau dann eine Bijektion,
wenn es eine Relation g : (B, A) gibt mit: fog=Agund go f=A4 .
Auferdem gilt: g = 1.

0.7.10 Bemerkung Zu jeder bindren Relation R : (A, B) gibt es zwei Abbildun-
gen fr und gg mit dem ,gleichen Informationsgehalt”, definiert durch:

fr: A — 2B gr: B — 27
a — {beB|aRb} b — {a€A|aRb}

0.8 Mengen++

29. Mirz 2021 15




0.9 Kardinalitat

0.9.1 Definition (Grofse von Mengen (II))
Eine Menge A heif3t endlich, falls es eine Bijektion vom Typ A — [1, n]
fiir n € IN gibt; dann bezeichnet #(A) £ n die entsprechende Anzahl der
Elemente in A. Falls ein solches n nicht existiert, heifst A unendlich und
wir notieren #(A) £ co.
Fiir n € IN definieren wir co + n = oo und co—n = co.
Aufserdem gelte: Yn € IN.n < oo.

0.9.2 Proposition
Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:

#(AUB) =#(A) +#(B) —#(ANB)

0.9.3 Definition (Kardinalitit; Vergleich von Mengengréfien)
Seien A und B zwei Mengen.

1. A und B haben die gleiche Kardinalitét,
geschrieben card(A) = card(B),
falls es eine Bijektion vom Typ A — B gibt.
A und B heifien dann auch dquipotent.

2. A hat hochstens die Kardinalitdat von B,
geschrieben card(A) < card(B),
falls es eine injektive Abbildung vom Typ A — B gibt.

3. A hat eine echt kleinere Kardinalitat als B,
geschrieben card(A) < card(B),
falls card(A) < card(B) und card(A) # card(B).

0.9.4 Notation In der Literatur werden hdufig sowohl die Anzahl #(A) als
auch die Kardinalitdt card(A) einer Menge A mit |A| bezeichnet. Das
tiihrt gelegentlich zu Mehrdeutigkeiten bei unendlichen Mengen.

0.9.5 Definition (Abzidhlbarkeit) Sei A eine Menge.

1. A heif8t abzihlbar, falls A endlich oder dquipotent zu IN ist.
2. A heifst abzihlbar unendlich, falls A dquipotent zu IN ist.
3. A heifst iiberabzihlbar, falls card(IN) < card(A).

0.9.6 Proposition (Grofie von Zahlenmengen)

1. #(IN) = #(Z) = #(Q) = #(R) = ©
2. card(IN) = card(Z) = card(Q)
3. card(Q) < card(IR)

0.9.7 Theorem (Cantor)
Sei A eine Menge. Dann gilt:

card(A) < card(P(A))
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0.10.1

0.10.2

0.10.3

0.10.4

0.10.5

0.10 Homogene Relationen

Definition Sei R: (A1,...,Ay) eine Relation.

R heifdt homogen, falls A; = Aj furalle1 <1i,j <n.

Die binire Relation Id : (A, A) definiert durch Ida £ {(a, a) | acA}
heift Identitit auf A. Sie wird auch Diagonalrelation Aj genannt.

Definition (Eigenschaften homogener Relationen)
Sei R: (A, A) eine bindre homogene Relation. Dann heifst R:

reflexiv falls VacA .aRa Ap CR
irreflexiv falls YaeA .—(aRa) ApANR=10
symmetrisch ~ falls Va,beA . aRb — bRa R CR
antisymmetrisch falls Va,beA.aRbAbRa — a=b RINR C Ax
transitiv falls Va,b,ceA.aRbAbRc — aRc RoRCR
linear falls Va,b€A.a#b — (aRb\VbRa) | Vaa\Ax € R7IUR
Definition Sei R : (A, A) eine bindre homogene Relation. Dann heifst R™
tiir n € N die n-fache Komposition von R, definiert durch:
RO £ A,
Rl £ RR™

Bemerkung Die n-fache Komposition einer Relation kann gleichwertig
links- bzw rechts-induktiv definiert werden:

R 2 RR™ oder auch R 2 RnR

([Sch03] komponiert von links, [EMC™01] komponiert von rechts.)
Je nach Kontext erlauben wir uns beide Varianten.

Definition (Abschluss)
Sei R: (A, A) eine bindre homogene Relation.

1. Der reflexive Abschluss von R ist definiert durch:
r(R) £ RUAL

2. Der symmetrische Abschluss von R ist definiert durch:
s(R) £ RUR™

3. Der transitive Abschluss von R ist definiert durch:

t(R) 2 |J R

nelN+

Der Typ der Abschlussrelationen entspricht
in allen drei Féllen jeweils dem Typ der Basisrelation:

Typ(r(R)) = Typ(s(R)) = Typ(t(R)) = Typ(R).
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0.11 Ordnungen

0.11.1 Definition (Ordnungen)
Sei R : (A, A) eine bindre homogene Relation. Die Tabelle benennt die
Mindestkriterien, so dass fiir R der jeweilige Ordnungsbegriff gilt.

Ordnungsbegriff | reflexiv | transitiv | antisymmetrisch | linear

Quasiordnung o .
partielle Ordnung o .
totale Ordnung o . . .

0.11.2 Notation (Ordnungsbegriffe)

Quasiordnungen heifien auch Priordnungen.
Partielle Ordnungen heifien auch Halbordnungen.
Totale Ordnungen heifien auch lineare Ordnungen.
Irreflexive Ordnungen heifsen auch streng oder strikt.

0.12 Agquivalenzen

0.12.1 Definition (Aquivalenzrelation)
Sei R: (A, A) eine bindre homogene Relation.
R heifdst Aquivalenzrelation bzw. Aquivalenz [auf A,
wenn R sowohl (1) reflexiv, (2) symmetrisch, als auch (3) transitiv ist.

0.12.2 Notation
Aquivalenzen sind binére Relationen, also Mengen (von Paaren).
Wir konnen daher Aquivalenzrelationen vergleichen, zum Beispiel
bzgl. Mengeninklusion (,,C*) und Mengengrofien (#(-)).

0.12.3 Lemma
Sei A eine beliebige Menge. Dann sind eindeutig bestimmt:

e Vaa als C-grofite {f‘;quivalenz auf A;
e Ap als C-kleinste Aquivalenz auf A.

0.12.4 Proposition (Erzeugte Aquivalenz)
Sei R: (A, A) eine beliebige homogene Relation.
Unter allen Relationen, die Obermengen von R sind, ist:

1. r(R) die C-kleinste reflexive Relation,
2. s(R) die C-kleinste symmetrische Relation,
3. t(R) die C-kleinste transitive Relation, und
4. t(s(r(R))) die C-kleinste Aquivalenz.

r

0.12.5 Definition (Aquivalenzklassen)
Sei R: (A, A) eine Aquivalenz. Sei a € A. Dann heifst:

[ar 2{xcAl(a x) R}

Agquivalenzklasse von a bzgl. R.

29. Mirz 2021] 18




0.12.6 Notation Wenn die intendierte Aquivalenz R aus dem Kontext eindeutig
hervorgeht, schreiben wir auch [a] anstelle von [a]g.

0.12.7 Proposition
Sei R: (A, A) eine Aquivalenz. Sei a € A. Dann gilt:

1. a€ld
2. (01, a) €eR  gdw. [a1] =[a]
3. (ap, ) ¢ R gdw. [ag]Nlap] =0

0.12.9 Definition (Quotient)
Sei R: (A, A) eine Aquivalenz.
Dann heifit die Menge aller Aquivalenzklassen, gegeben durch

A/R=2{[dglaecA}

der Quotient von A bzgl. R.
Die Anzahl #(A/R) der Aquivalenzklassen bzgl. R heifdt Index von R.

0.12.10 Definition (Reprdsentantensystem)
Sei R: (A, A) eine Aquivalenz. Sei S C A.
S heifdt Reprisentantensystem von A /R, falls gilt:

YVac A .3dlseS . seld

0.12.11 Proposition
Sei S Repriisentantensystem von A/R. Dann gilt:

1. S=A/R
2.A= UXGS[X]R

0.12.12 Definition (Kern einer Abbildung)
Sei f : A — B eine Abbildung. Dann heifdt die Relation

Ker(f) £{ (a1, ap) € Ax A f(ar) =f(az) }
der Kern von f.

0.12.13 Proposition (Kern einer Abbildung)
Sei f: A — B eine Abbildung.
Dann ist Ker(f) eine Aquivalenz [auf A].
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0.13.1

0.13.2

0.13.3

0.13.4

0.13 Faktorisierungssatze

Theorem (Faktorisierung I)
Sei f : A — B eine Abbildung. Dann existieren

e eine Menge C (eindeutig bestimmt ,bis auf Isomorphie”),
e eine surjektive Abbildung g: A — C,
e eine injektive Abbildung h: C — B,

sodass f=hog.

Proposition )
Sei R: (A, A) eine beliebige Aquivalenz. Sei

natg : A — A/R
a — [alg

die so genannte natiirliche Abbildung zu R. Dann gilt Ker(natg) = R.

Theorem (Faktorisierung II)
Sei f : A — B eine Abbildung.
Seien nat; £ natye(s), d.h.

natf : A
a

die natiirliche Abbildung von f, und

valy : A/Ker(f) — B
[a]Ker(f) = f(a)

Es gilt:
1. naty ist surjektiv, vals ist injektiv.
2. f = valf o naty
3. Bild(f) = A/Ker(f)

Bemerkung Im Faktorisierungssatz ist
Bild(f) isomorph zu einem Reprasentantensystem fiir A /Ker(f).
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1 Formale Sprachen

1.1

Worter

1.1.1 Definition (Worter)
Sei L eine endliche Menge (# ), genannt Alphabet.
Die Elemente a; € ~ werden auch Symbol, Zeichen, Buchstabe genannt.

1.

2.
3.
4.

5.
6.

Ein Wort w tiber L ist eine endliche Sequenz (ay, ..., an)
mitneNund a; € £ furallel <i<n.

Wir bezeichnen mit |w| = n die Lange des Wortes w = (ay, ..., an).
Wir bezeichnen das leere Wort, d.h. n =0, mit ¢.

Wir bezeichnen mit (w); die Projektion des Wortes w auf das i-te
Symbol, definiert lediglich fiir 1 <1 < [w].

Wir bezeichnen mit [w|, die Anzahl der Vorkommen von aeX in w.
2" bezeichnet die Menge aller [endlichen] Worter tiber X.

Haufig vereinfachen wir (aj,...,an) zu aj - - - an.

1.1.2 Definition (Operationen auf Wortern)
Seienv = (ay,...,am) und w = (by,...,bn) zwei Worter aus X*.

1.

2.
3.

Die Konkatenation von v und w ist definiert durch:
v-w 2 (ag,...,am,by,...,bn)

v heifdt Prifix von w, falls es u € * gibt, so dass v-u =w.
v heifst Suffix von w, falls es u € L* gibt, so dass u-v =w.

4. v heift Teilwort von w, falls es uj, uy € * gibt,

so dass (ug -v)-up, = w.

1.1.3 Notation Seien u,v,w € L*.
Anstelle von v - w schreiben wir oft vw.
Aufgrund der Assoziativitdt der Konkatenation,
also wegen (u-v) - w=u-(v-w),
erlauben wir auch die klammerlose Notation u-v-w bzw. uvw.

1.1.4 Lemma (Dekomposition) Sei w ein Wort iiber dem Alphabet X.
Dann gilt genau einer der beiden folgenden Fille:

1.

w = ¢ (also [w| = 0), oder

2. esgibta € Zund v € Z* mit v[ = |[w| —1, so dass w = av.

Die obige Dekomposition , von links” entspricht den in der Informatik
tiblichen Listenstrukturen. Alternativ — und vollig gleichwertig — kann
man die Dekomposition auch , von rechts” ausfiihren. In jedem Fall lafst
sich damit ein Induktionsprinzip herleiten.

P(e) A ((WeI”.(P(v) > VaeL . Pav)) ) | = (VweI™P(w))

P(e) N <VVGZ*.(P(\)) — VYaex . P(va))) — (VYweI*.P(w))

Ebenso wird hdufig das Prinzip der Induktion iiber die Wortldnge ver-
wendet; es unterscheidet sich dann nicht von der natiirlichen Induktion.

29. Mirz 2021 21




1.1.5

1.1.6

1.1.7

1.2.1

1.2.2

1.2.3

1.2.4

Definition (Ordnungen auf Wortern)
Sei X ein Alphabet.
Sei R: (X, X) eine Halbordnung.

1. Die lexikographische Ordnung <g : (£*, L")
ist definiert als die kleinste Relation diesen Typs mit:
(@) € < w fiir beliebiges w € L*;
(b) wenn (a,b) € Rund a # b,
dann gilt av <y bw fiir allev,w € L*;
(c) wenn v <g w flir v,w € L*,
dann gilt av < aw fiir alle a € L.

2. Die Standardordnung <<% : (X*, Z*) ist definiert durch:
<<§ Sllv,wel*xI* | M<w| V (M=w Av<gw)]

Proposition

Sei X ein Alphabet.

Sei R: (%, %) eine totale Ordnung.

Dann sind auch < und <3 totale Ordnungen.

Proposition
Sei L ein Alphabet.
Dann ist £* abzdhlbar unendlich.

1.2 Sprachen

Definition (Sprachen)
Sei L ein Alphabet.
Dann heifst jede Teilmenge A C X* Sprache iiber L.

Proposition
Sei X ein Alphabet.
Die Menge P(X*) der Sprachen tiiber X ist iiberabz&hlbar.

Definition (Konkatenation von Sprachen)
Seien A und B Sprachen iiber dem Alphabet X.
Die Konkatenation A - B (oder kurz: AB) ist definiert durch:

A-BE2{weXI*|Iw cA WeEB.w=w;-w,}
Die n-fache Konkatenation ist definiert durch:

Al £ (¢} A*

An+1 A A-Al A+

Un21 A"

(1> 1>

Definition (Spiegelsprache)
Sei X ein Alphabet und A C I*.
Sei (-)R: X* — I* definiert durch:

e® = ¢ und (1)

(wa)® =a <WR> , furallew € X* und a € L. (2)

Dann heifit AR = { wR | w € A } Spiegelsprache von A.
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1.2.5 Lemma
Sei Z ein Alphabet und A C Z*.
Dann gilt (ARR = A.

1.2.6 Definition (Regulidre Ausdriicke)
Sei X ein Alphabet mit X N{0, e} = 0.
Die Menge A* der requliiren Ausdriicke iiber T
ist als kleinste Menge definiert,
die die folgenden €-Regeln erfiillt:

1.0 A, ec A, ac A  firallea e £

2. falls e € A%, dann auch e* € A*

3. falls e; € A* und e; € A%, dann auch (e - ep) € A*
4. falls e; € AT und e, € A%, dann auch (eq + ey) € A*

1.2.7 Notation
Der Ausdruck e; - e; wird oft durch e;e; abgekiirzt.
Analog zu konnen manche Klammern weggelassen werden,
wobei gilt:

e * hat Vorrang vor -
e - hat Vorrang vor +

1.2.8 Definition (Sprache regulidrer Ausdriicke)
Sei I ein Alphabet mit X N {0, €} = 0.
Die Abbildung L : A* — P(Z*) gegeben durch:

0 — 0

€ — {e}

a — {a} furalleaeZX
e* — L(e)"

er-ep — L(er)-L(ep)

e1+e — L(er)UL(es)

definiert die zugehorige Sprache eines reguldaren Ausdrucks.

1.2.9 Notation
Die Schreibweisen a™ und a* werden haufig verwechselt.
a" steht fiir das einzige Wort in der Sprache {a}".
a™ bezeichnet somit ein einzelnes Wort.
a* bezeichnet einen reguldren Ausdruck (mit Sprache { a™ [n € IN }).

1.3 Grammatiken

1.3.1 Definition (Grammatik)
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G 2 (v,%,P,S).

e Vist ein Alphabet von Nichtterminalsymbolen,
auch Variablen genannt.

e I ist ein Alphabet von Terminalsymbolen.
X (auch X*) und V miissen disjunkt sein (VN X* = ().
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e PC ((VUD)T\Z) x (VUL)*
ist eine endliche Menge von Produktionen.

e S € Vst das Startsymbol.

Wir benutzen «, 3,v,n, 7, ... fiir Elemente von (VUI)*.
Aussagen (7, 7’) € P schreiben wir auch als m —¢ 7’;
wenn G im Kontext eindeutig ist, erlauben wir auch 7w — 7'.

1.3.2 Definition (Ableitung) Sei G = (V, Z,P,S) eine Grammatik.
1. Die Relation = : ((VUL)*, (VUL)*) ist gegeben durch:
{ (wrem, aont’n) | T =g ' A, € (VUL)"} (1)

Sie wird als direkte Ableitung in G bezeichnet.

Fiir 0 =g o’ heif$t ¢’ in G direkt aus o ableitbar.

2. Die Relation =, ist der reflexiv-transitive Abschluss von =¢.
Eine Ableitung in G ist eine endliche Sequenz (0})ic[g y mitn € N
von Elementen aus (VUZ)*, so daf3 Vi € [0, n—1] . 0y =g 0i,1.

Wir schreiben dafiir auch oy =g 01 =g ... =g On.

3. Eine Ableitung (01);c[g n heifdt Linksableitung,
wenn fiir jeden direkten Ableitungsschritt o3 =g 0i41
mit o; = cc-7rn gemdB (1)) gilt, dass « € Z*.

4. Eine Ableitung (0i);cg n heifst Rechtsableitung,
wenn fiir jeden direkten Ableitungsschritt o; =g 0i+1
mit 0; = cc-7rn gemaB (1)) gilt, dass n € Z*.

1.3.3 Definition (Spracherzeugung) Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik.

1. Ein Wort o € (VUZ)* ist ableitbar in G gdw S =, o.
o heifst dann auch Satzform von G.
2. Die von G erzeugte Sprache L(G) ist definiert durch:

LG &{weZ*|S=tw)

1.3.4 Definition (Aquivalenz von Grammatiken)
Seien G1 = (Vl, Z, Pl, 51) und Gz = (Vz, Z, Pz, Sz)
zwei Grammatiken mit demselben Terminalalphabet.
G1 und G heifien dquivalent, wenn L(G1) = L(G»).

1.4 Chomsky-Hierarchie

1.4.1 Definition (Wortproblem)
Sei G = (V,Z%,P,S) eine Grammatik.
Das Wortproblem fiir G besteht darin, herauszufinden
ob fiir ein beliebiges Wort w € L* die Eigenschaft w € L(G) gilt.

1.4.2 Definition (Grammatik-Typen) Sei G = (V, X, P,S) eine Grammatik.

29. Mirz 2021 24




G ist vom Typ 0.

G ist vom Typ 1 bzw. kontextsensitiv, falls G vom Typ 0 ist
und zusitzlich fiir jede Produktion m —¢ n’ gilt:

I < |’

G ist vom Typ 2 bzw. kontextfrei, falls G vom Typ 1 ist
und zusitzlich fiir jede Produktion m —¢ n’ gilt:

eV

G ist vom Typ 3 bzw. requlir, falls G vom Typ 2 ist
und zusitzlich fiir jede Produktion m —¢ n’ gilt:

n e LUV

In dieser Form heifst G auch rechtslinear.
Ersetzt man X U LV durch X U VL, dann heifst G linkslinear.

Ist ¢ € L(G) gewtinscht, so wird bei den Typen 1, 2 und 3
zusatzlich die Produktion
S —G €

erlaubt, wenn fiir jede Produktion 7t —¢ 7’ zudem gilt:
e (ZU(V\{Sh)"

1.4.3 Definition (Sprach-Typen)
Eine Sprache ist vom Typ 1, falls sie von einer Grammatik des Typs i er-
zeugt wird. Die Menge £; aller Sprachen vom Typ 1i ist definiert durch:

Li ={L(G)| Gistvom Typ i}.
1.4.4 Theorem (Chomsky Hierarchie)
L3 C Ly C L1 C Ly

1.4.5 Theorem
Sei Z ein Alphabet und A C Z*.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1. Es gibt einen reguldren Ausdruck e € A* mit L(e) = A.
2. Es gibt eine Typ-3-Grammatik G mit L(G) = A.
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2 Reguldre Sprachen und Automaten

2.1 Deterministische endliche Automaten

2.1.1 Definition Ein deterministischer endlicher Automat (DFA) ist ein 5-Tupel

wobei:

M = (QI Zr 6/ qo, F)

Q ist eine endliche Menge von Zustinden,

X ist eine endliche Symbolmenge, das Eingabealphabet,
§:(Q x £) — Q ist eine Abbildung, die Ubergangsfunktion,
qo € Q ist der Startzustand,

F C Q ist eine Menge von [akzeptierenden] Endzustinden.

2.1.2 Notation Ein Automat (Q, Z, 8, qo, F) kann auch definiert werden, indem
man zu Q und X noch eine der folgenden Beschreibungen dazufiigt:

e ein Graph:

1.

2.

tiir jeden Zustand q € Q

zeichnen wir genau einen Knoten im Graphen (q eingekreist).
Fiir jede Transition 5(q,s) = q’

zeichnen wir einen Pfeil von q nach q’, der mit s beschriftet
ist.

Gibt es mehrere verschiedene Transitionen zwischen q und ¢’,
jeweils beschriftet mit einem der Symbole sy, ..., sm (€ L),

so benutzen wir einen einzigen Pfeil,

beschriftet mit der gesamten Sequenz sy, ..., sm.

Der Anfangszustand q

wird durch einen quellenlosen Pfeil markiert,

dessen Spitze auf q zeigt.

Jeder Endzustand q € F

wird graphisch durch einen Doppelkreis dargestellt.

e eine Tabelle der Form:

) $1 Si Sn
qi | d(q1,s1) -+ d(qisi) -+ 8(q1,sn)
Fqj| 8(qj,s1) -+ d(qjsi) -+ 8(qj sn)
SF dm 6(qm151) 5(qm,51) 6(qm13n)

wobei S den Startzustand und F die Endzustande markiert.
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2.1.3

214

2.1.5

2.1.6

2.1.7

Definition (Berechnungen via Relationen)

Sei M = (Q, L, 5, qo, F) ein DFA.

Eine Konfiguration ist ein Paar (q, w), wobei g € Q und w € £*.
Ein Berechnungsschritt ist ein Element

der binédren Relation -y, auf Konfigurationen:

(q,sw) v (g, w)  gdw  8(q,s) =¢
fuirq,q' € Q,se L, we "
Eine Berechnung ist eine endliche Sequenz von Berechnungsschritten:

(g, w1) Fm - Fm (Gm, W) bzw. (q1,W1) Fam (qm, W)

wobei -3, den reflexiv-transitiven Abschluss von -y bezeichnet.
Wir schreiben oft - (und *) anstelle von -y (und F3,).
Eine Konfiguration (q, w) heifst

Anfangskonfiguration zur Eingabe w, wenn q = q;
Folgekonfiguration von (p,v), falls (p,v) - (q,w);
Endkonfiguration, wenn es keine Folgekonfiguration gibt;
akzeptierende Konfiguration, wenn w = ¢ und q € F.

Definition (Berechnungen via Abbildungen)
Sei M = (Q, L, 5, qo, F) ein DFA.
Wir erweitern die Ubergangsfunktion 6 auf 6 : Q x £* — Q durch:

q

_3(q,¢) R
5(d(q, w),s)

d(q,ws)

A
A

firqe Q,we X*, se X

Lemma
SeiM =(Q,L,8,qo,F) ein DFA, q,q" € Qund w € X*.
Dann gilt:

(qw)H* (q',e) gdw d(q,w)=q’

Definition (Akzeptierte Sprache eines DFA)
Sei M = (Q, %, 5, qop, F) ein DFA.

1. M akzeptiert das Wort w € L* gdw 5(qo,w) € F.
Im gegenteiligen Fall verwirft M das Wort w.
2. Die von M akzeptierte Sprache ist definiert durch:

L(M) 2 {we*|3(qy w) €F}

Theorem Sei A C L* eine Sprache tiber X.
Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Es existiert ein DFA M = (Q, L, 9, qo, F) mit L(M) = A.
2. Es existiert eine Typ3-Grammatik G = (V, X, P,S) mit L(G) = A.
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221

2.2.2

2.2.3

224

2.2.5

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition (NFA)
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA) ist ein 5-Tupel

M=(Q,%A,S,F)
wobei

Q ist eine endliche Menge von Zustinden,

% ist eine endliche Symbolmenge, das Eingabealphabet,

A:(Q x £) — P(Q) ist eine Abbildung, die Ubergangsfunktion,
S C Q ist eine Menge von Startzustinden,

F C Q ist eine Menge von [akzeptierenden] Endzustinden.

Definition (Berechnungen via Relationen)

Sei M = (Q,L,A,S,F) ein NFA.

Konfigurationen und Berechnungen sind definiert wie im Fall der DFA,
aufler dass individuelle Berechnungsschritte nun definiert sind durch:

(q,sw) - (q,w) gdw A(q,s)>q’
firq,q' € Q,se L,we L*

Definition (Berechnungen via Abbildungen)
Sei M = (Q,L,A,S,F) ein NFA.
Wir erweitern A: (Q x Z) — P(Q) auf A: (P(Q) x £*) — P(Q) durch:

A(X,e) 2 X A(X,wa) = (Alg,a)

qGE(X,w

Alternativ dazu verwenden wir auch:

o~

A aw) 2 AlA(g, ), w)

Lemma
SeiM = (Q,L,A,S,F)einNFA, q,q' € Qund w € X*.
Dann gilt:

(qw)F* (q'e) gdw A{qLw)>4q’

Bemerkung
Jeder DFA (Q, %, 6, qo, F) kann via

A(q,s) £{5(q, s)} firalleqe Q,se€X

auch im Format eines NFA (Q, X, A, {qo}, F) dargestellt werden.
Beide Varianten akzeptieren die gleiche Sprache.
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2.2.6 Definition (Akzeptierte Sprache eines NFA)
Sei M = (Q, L, A, S, F) ein NFA.
1. M akzeptiert das Wort w € L*
gdw es qp € S und q € F gibt, so dass (qo, w) F* (g, €).
Im gegenteiligen Fall verwirft M das Wort w.
2. Die von M akzeptierte Sprache ist definiert durch:

L(M) 2 {w e Z*|3qpeS.3qeF.(qg, W) F* (q, €) }

2.2.7 Bemerkung Die Akzeptanz des Wortes w durch Automat M kann dqui-
valent auch durch A(S,w)NF # () beschrieben werden.

2.2.8 Definition (Erreichbarkeit) Zu jedem endlichen Automat M enthilt die
Variante Reach(M) nur erreichbare Zustdande.
Fiir DFA M = (Q, %, §, qo, F) definiere Reach(M) = (Q’, Z, 5/, qo, F)
mit Q" und &’ : (Q’ x X) — Q’ wie folgt:
Q' £ {qeQ|3Iwex* . (qo, W I(qg, ¢}
5'(q,s) = 38(q,s)
Fiir NFAM £ (Q,Z,A,S,F) und Reach(M) £ (Q’,Z,A’,S,F)
sind Q" und A’ : (Q’ x £) — P(Q’) analog definiert.

2.2.9 Definition (Untermengen-Konstruktion)
Die Determinisierungsfunktion D zur Umwandlung eines beliebigen NFA
in einen gleichwertigen DFA ist definiert wie folgt:

D: NFA — DFA
(QI Z/ A/ S/ F) = (QD/ Z/ 6/ qD/ FD)

wobei
Qp = P(Q)
5(X,a) £ UgexAlg,a)
gp = S
Fp & {XCQIXNF#0}
2.2.10 Lemma

Sei M = (Q,%,A,S,F) ein NFA. Sei D(IM) = (...,9,...).
Dann gilt fiir alle w € £*, X C Q. 8(X,w) = A(X, w).

2.2.11 Theorem Sei M ein NFA. Dann gilt: L(M) = L(D(M))).

Die Untermengen-Konstruktion der Determinisierungsfunktion D ge-
neriert in der Regel einen DFA mit einer grofien Zahl unerreichbarer
und daher nutzloser Zustinde. Daher gehen wir praktischerweise eher
so vor, dass wir — schrittweise — ausgehend vom Startzustand qp =
S nur die daraus erreichbaren Zustdnde generieren. Das Ergebnis ist
Reach(D(M)).

2.2.12 Korollar Sei A C I* eine Sprache {iiber I.

Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Es existiert ein NFA M = (Q, %, A, S, F) mit L(M) = A.
2. Es existiert eine Typ3-Grammatik G = (V, X%, P,S) mit L(G) = A.
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2.3 Minimierung

Sei (¢ Y1) genau dann, wenn —(¢ <> p);
es bedeutet dann entweder ¢ oder \p, aber nicht beide.

2.3.1 Definition (Minimalitit von DFA)
Sei M = (Q, %, 5, qp, F) ein DFA mit Reach(M) = M.
M heifst minimal, wenn es
tir alle p, g € Q mit p # q ein z € L* gibt, so dass gilt:

~

5(p,z) €F ¥V 8(qz) €F

2.3.2 Definition (Aquivalenz auf DFA-Zustinden)
Sei M = (Q, %, 5, qp, F) ein DFA mit Reach(M) = M.
Wir definieren die Relation =y, : (Q, Q) durch:

=m 2 {(p,q)|IVzeZ".b(p z)€F & 5(q,z) €F)

2.3.3 Lemma
Die Relation =y aus Definition ist eine Aquivalenz.

2.3.4 Definition (Quotientenautomat)
Sei M = (Q, %, 5, qo, F) ein DFA mit Reach(M) = M.
Der Automat
M/ = (Q/’ 2,6/, q(’),F/)

definiert durch

Q" £ Q/=m
6/([q]EM' a) £ (5(q, a)]zM
q(/] £ [qO];M

F' 2 {[qgl=,, lqeF}

2.3.5 Proposition
Der Automat M’ aus Definition ist minimal.
Es gilt L(M) = L(M/).

2.3.6 Definition (Table-Filling-Algorithmus)
Sei M = (Q, %, 5, qp, F) ein DFA mit Reach(M) = M.
Der folgende Algorithmus berechnet dquivalente Zustdnde von M,
die zu verschmelzen sind, um einen Minimalautomaten zu erhalten.

1. Stelle eine Tabelle aller ungeordneten Zustandspaare {p, q} auf.
2. Markiere alle ,Paare” {p, q} mitp € Fund q ¢ F (oder umgekehrt).

3. Gibt es ein noch unmarkiertes ,Paar” {p, q} und ein a € X derart,
dass { 6(p, a), d(q, a) } markiert ist, so markiere auch {p, q}.

4. Wiederhole Schritt 3, bis sich keine neue Markierung mehr ergibt.

5. Alle jetzt noch unmarkierten , Paare” sind verschmelzbar.
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2.3.7 Lemma
Sei M = (Q, %, 5, qop, F) ein DFA mit Reach(M) = M.
Dann gilt:

=m = {(q1, 92) [{ q1, q2 } ist gemiB 2.3.6(5) unmarkiert }

2.3.8 Definition (Spiegelautomat)
Sei M = (Q, L, 9, qo, F) ein DFA mit Reach(M) = M.
Der Automat
M® = (QR, £, 8%, q5, F¥)

definiert durch:

Qf £ P(Q)

R(X,a) £ {qeQlb(q, a)eX}
@ = F
FR£ {XCQlqgoeX}

2.3.9 Proposition
Der Automat M aus Definition ist minimal.
Es gilt L(MR) = (L(M))X.

2.3.10 Korollar
Sei M ein DFA mit Reach(M) = M.
Dann ist (MR?)R minimal mit L((MR)R) = L(M).

2.3.11 Definition (Brzozowski-Suffixe)
Sei X ein Alphabet, A C ¥, und u € I*.
Dann nennen wir
ulA 2 {zeIluze A}

die Menge der Brzozowski-Suffixe von u in Bezug auf A.
Wir definieren die Relation g A (X%, X*) durch:

B _ _
=A 2 {(x yIx A=y A}

2.3.12 Definition (Myhill-Nerode-Relation)
Sei L ein Alphabet und A C L*.
Wir definieren die Relation MENA 1 (X, £*) durch:

MENA 2{(x,y)|VzeZ . (xze Ao yzcA)}

2.3.13 Lemma (Myhill-Nerode-Relation)
Sei X ein Alphabet und A C £*. Dann gilt:

B MN

Wir verwenden =4 als vereinfachte Schreibweise.

2.3.14 Lemma
Die Relation =4 aus Lemma [2.3.13|ist eine Aquivalenz.
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2.3.15

2.3.16

241

2.4.2

2.4.3

Definition (Aquivalenzklassenautomat)

Sei Z ein Alphabet und A C Z*.

Sei der Index von =4 endlich.

Dann definieren wir den A-Aquivalenzklassenautomaten

M = (QI Zr 6/ qo., F)

durch:
Q £ I'/=a
§(xl=,,a) £ [xal=,
qo = [el=,
F £ {[xlz, Ix€A}
Proposition

Der Automat M aus Definition ist minimal.
Es gilt L(M) = A.

2.4 Eigenschaften regulidrer Sprachen

Theorem (Myhill-Nerode)
Sei L ein Alphabet und A C Z*.
A ist genau dann regulédr, wenn der Index von =4 endlich ist.

Lemma (Pumping)
Sei I ein Alphabet und A C Z*.
Sei die Formel PUMP-REG (A ) definiert durch:

PUMP-REG(A) 2 3neN.VweA. (0 ~ (Iy,zex .0/\9A¢)/\0))

Q2w=xyz
mitt S 2w/ >n ®@2y£e @ 2 vkeN.xyze A
® = |xyl<n

Dann gilt:
1. Wenn A regulir ist, dann gilt PUMP-REG(A).
2. Wenn ~PUMP-REG(A) gilt, dann ist A nicht regulér.

~PUMP-REG(A) = VneN. 3weA . (@A (Vx,y,z € I (A @A O) — —0) )
-@=3kecN.xyz¢ A

Lemma
Seien M1 = (er Z, 51, slel) und M2 = (Qz, ):, 62, S, Fz) DFA
Seien:
Qix2 = Q1 x Q2
81x2((qd1,42), @) = (81(q1, a), 82(qa, @)

$1x2 = (51, 82)
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Dann gilt :

~

Vx € Z* . 81.a((p, q), %) = (31(p,x), 82(q, %))

Der [Produkt-]Automat M1®&Ms £ (Q1x2, L, 81x2, S1x2, F1 X F2)

akzeptiert die Sprache L(M1®M;) = L(M1) NL(M;).

Der [Summen-]Automat Mi®&M; = (Q1x2, L, 8142, S1x2, (F1xQ2) U (Q1xF,))
akzeptiert die Sprache L(M1&M;) = L(M;) UL(M;).

2.4.4 Theorem (Abschlusseigenschaften (1))
Seien A, B reguldre Sprachen. Dann gilt:

A N B ist regulér.
A U B ist regular.
AB ist regular.
A* ist regular.

I*\ A ist regulér.
A\ B ist reguldr.

AL I e
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3.1.1

3.1.2

3.1.3

3.1.4

3.1.5

3 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

3.1 Syntaxbiume und Normalformen

Baume sind Graphen einer besonders regelméfsigen Form. Sie werden
im Modul , Diskrete Strukturen” im Detail eingefiihrt. Wir benutzen hier
eine Reprasentation, die sich besonders fiir geordnete Baume eignet. Sie
verwendet Worter tiber N™ als direkten Zugriff auf die Knoten. Um zu
betonen, dass Knotenworter zusitzlichen Bedingungen geniigen sollen,
benutzen wir spitze Klammern anstelle von runden Klammern.

Definition (Knotenmarkierung)

Sei K2 {(ny,...,ny) |t € Nundn; € N fiir alle 1<i<t .

die Menge aller Knotenmarkierungen.

Dabei nennen wir t auch Tiefe; die Knotenmarkierung () hat die Tiefe 0.
Seien x = (nq,...,ny) und y = (myq,...,my).

Dann ist x - y gegeben wie in Definition

Sei x <y genau dann, wenn t < L und n; = m; fiir alle 1<i<t.

Wir schreiben x <y, wenn x <y und y # x.

Definition (Geordneter Baum)
Ein geordneter Baum ist eine endliche Menge B C K mit:

1. Wenn y € B und x < y, dann auch x € B.
2. Wennn € N* und x - (n+1) € B, dann auch x - (n) € B.

Die Elemente x € B heiflen Knoten des Baums; () heist Wurzel.
Ein x € B heifst Blatt, wenn es kein y € B gibt, so dass x < y.

Bemerkung

Die Adressierung von Knoten in Definition [3.1.2]

mit den Markierungen aus Definition [3.1.1]

wird gelegentlich auch universelle Adressierung genannt.
Tiefensuche in B bezeichnet die Traversierung von B

entlang der lexikographischen Ordnung << auf B.
Breitensuche in B bezeichnet die Traversierung von B

entlang der Standardordnung <<S< auf B.

Definition (Beschrifteter Baum)

Sei L eine beliebige nichtleere Menge.

Sei B C K ein Baum und f: B — L eine Abbildung.
Dann ist das Paar (B, f) ein L-beschrifteter Baum.

Definition (Annotierte Ableitung)

Sei G £ (V,%,P,S) eine Grammatik.

Sei (03)i¢[o oy flir n € IN eine Ableitung in G mitS = op und oy, =w € L*.
Die annotierte Ableitung ersetzt die Elemente o; € (VUX)*

durch 6; € ((VxK) U (£xK))" iterativ wie folgt:

1. Wir schreiben a* fiir (a,x) € (VxK) U (ZxK).

2. o9 25V,

29. Mirz 2021 34




3.1.6

3.1.7

3.1.8

3.1.9

3.1.10

3. Sei 0y =g 0y41 wegen

® 0f =& 7T
. G. f— . , . d
i4+1 = &4 - TC - 7], Un

o m—¢g ' mit7’ = (by,..., bp,).

Sei 0; = &; - 7"t - 0; bereits berechnet.
Dann ist 61,1 £ &; - (b>1<i‘(1>,“_b;ii~<m>) ‘i
Definition (Syntaxbaum)
Sei G = (V,Z,P,S) eine Typ2-Grammatik.
Seiw € L(G).
Sei (07)i¢[o ny flir n € IN eine Ableitung in G mitS = op und o, =w € L*.
Der Syntaxbaum (bzw. Ableitungsbaum) dieser Ableitung von w
ergibt sich aus der annotierten Ableitung gemifl Definition [3.1.5]
als ein (V' U Z)-beschrifteter Baum (B, syn), gegeben durch:

e syn({)) =S
e syn(x;- (j)) = b fiir alle 1<j<p;
tir jeden Ableitungsschritt 0<i<n — 1.

Der Baum B ergibt sich nach abgeschlossener Iteration gemafs Definiti-
on als die Menge aller definierten Knotenmarkierungen.

Proposition

Sei G = (V,Z,P,S) eine Typ2-Grammatik.

Seiw € L(G).

Sei (01)ic[g,n fiir n € IN eine Ableitung in G

mit S = opund o, =w € L*.

Sei (B, syn) der Ableitungsbaum von w.

Sei (x1,...,xn) die Sequenz der Blétter von B bzgl. der Ordnung < <.
Dann gilt syn((xq,...,%n)) =w.

Definition
Eine Typ2-Grammatik G heifst eindeutig, wenn es zu jedem w € L(G)
genau einen Ableitungsbaum gibt; andernfalls heifst G mehrdeutig.

Eine Sprache L heifdt inhirent mehrdeutig, falls es keine eindeutige
Typ2-Grammatik fiir L gibt.

Bemerkung Die Frage, ob eine Sprache inhdrent mehrdeutig ist, ist im
Allgemeinen algorithmisch nicht entscheidbar.

Definition (Normalform von Typ-2-Grammatiken)
Sei G = (V, %, P,S) eine kontextfreie Grammatik.
Sei ¢ ¢ L(G).

1. G ist in Chomsky-Normalform (CNF),
falls jede Produktion aus P eine der folgenden Formen hat:

X—=YZ X—=a

mit X,Y,ZeVund a € k.
G heifdst dann auch CNF-Grammatik.

29. Mirz 2021 35




3.1.11

3.2.1

3.2.2

3.3.1

3.3.2

Fiir den Fall ¢ € L(G) gilt die Regelung aus Definition [1.4.2]

Proposition

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit ¢ ¢ L(G)
gibt es eine kontextfreie Grammatik G’

in Chomsky- (oder auch Greibach-) Normalform
mit L(G) =L(G’).

3.2 Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Proposition

Sei G =(V,%,P,S) eine CNF-Grammatik.
Seiw = qqap...an € X*.

Seien

® Wij = aiit1...0i1j—1 mit I <i<nund1<j<nt+l—i
das Teilwort von w ab Position i mit Lange j.

e CYK(1,j) L2{AcVIA =6 Wij -
Dann gilt:
1. CYK,,(i,1)={A€V]|(A—aq)eP}
i—1
2. CYKy(1,j) = U{A eV |[3IB e CYKy(i, 1) .

=1 3 CeCYKy(i+1,j—1) .
(A—=BC)eP}

3. w € L(G) genau dann, wenn S € CYK,,(1,n).

Bemerkung Aus obiger Proposition ergibt sich ein Algorithmus, bei
dem man fiir ein gegebenes Wort w zundchst die CYK,,(i,1) berech-
net, danach schrittweise die CYK,,(1,j) bis hin zu CYK,,(1,n) ableitet,
bis schliefSlich ein einfacher Elementschaftstest das Ergebnis liefert.

3.3 Nichtdeterministische Kellerautomaten

Definition (Potenzmenge II) Sei A eine beliebige Menge. Dann heifst
P(A)={B|BCA und #(B) e N}
die Menge aller endlichen Teilmengen von A.

Bemerkung Fiir eine unendliche Menge A gilt P.(A) C P(A).
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3.3.3 Definition (PDA)
Ein Kellerautomat (PDA) ist ein 7-Tupel

M = (QI Z/ r/ |:|I AI qO’ F)
wobei

Q ist eine endliche Menge von Zustinden,

I ist eine endliche Symbolmenge, das Eingabealphabet,

I' ist eine endliche Symbolmenge, das Kelleralphabet,

O e T ist das Keller-Startsymbol,

A:(Q x (ZUfe})) xT) — Pe(Q x ') ist die Ubergangsfunktion,
qo € Q ist der Startzustand,

F C Q ist eine Menge von Endzustinden.

A ist eine Abbildung;
falls A(q, s, X) nicht explizit angegeben ist,
gehen wir implizit von A(q, s, X) = () aus.

3.3.4 Notation Wir verwenden in der Regel die folgenden Metavariablen:

®epq...€Q
e ab,...cXundu,v...e &*

e XY, ZcTund &, B,y €T

3.3.5 Notation (Graph eines PDA)
Wie bei DFA benutzen wir auch hier eine graphische Reprasentation:

Falls A(q,t,X) 3 (q/, ) fiir t € ZU{e},
zeichnen wir einen Pfeil mit der Beschriftung t, X/« von ¢ nach q’.
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3.3.6 Definition (Berechnungen)
Sei M = (Q,Z,T,1A,qo,F) ein PDA.

1. Eine Konfiguration von M ist ein Tripel (q,w,vy) € Q x Z* x T,
2. Die bindre Relation -y auf Konfigurationen von M
ist definiert durch:

(q,aw, XB) Fm (g, w, aB) falls (q/, &) € A(q, a,X)
(q,w,XB) Fm (q',w, xB) falls (q/, ) € A(q, €,X)

(c,¢’) mit ¢ Fp ¢’ bezeichnet einen Berechnungsschritt von M.
3. Eine Berechnung von M fiir das Eingabewort w
ist eine Sequenz von Konfigurationen von M,

(qo,w,00) Em (g1, w1, v1) Fmc--- v Qe wi vi) B
wobei (qo, w, ) Initialkonfiguration der Berechnung heifst.

wobei -3, den reflexiv-transitiven Abschluss von -y bezeichnet.
Wir schreiben oft - (und *) anstelle von -y (und F3,).

3.3.7 Lemma Sei M = (Q, %, T,J,A, qo, F) ein PDA.

1. Wenn (q,x, &) F* (q',y, B),
dann gilt fiir alle w € £* und y € T™:

(q,xw, acy) = (', yw, By).
2. Wenn (q,xw, &) F* (q’,yw, B),
dann gilt (q,x, o) F* (q',y, B).

3.3.8 Definition (Akzeptierte Sprache eines PDA)
seiM = (Q, %, T,O,A, qo, F) ein PDA.

1. Die durch Endzustinde akzeptierte Sprache von M ist definiert durch:
LgngM) 2 {we X" |3qeF, el .(qo, w, O)F (q, & o) I}
2. Die durch leeren Keller akzeptierte Sprache von M ist definiert durch:
Let(M) £{w e X" [3q€ Q.(qo, w, D) " (q, & ¢) }

3.3.9 Proposition Sei X ein Alphabet und A C L*.
Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. Es existiert ein PDA M mit A = Lgq(M).
2. Es existiert ein PDA M mit A = Lg,q(M).

3.3.10 Proposition Sei X ein Alphabet und A C L*.
Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. Es existiert ein PDA M mit A = L (M).
2. Es existiert eine Typ2-Grammatik G mit A = L(G).
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3.4.1

3.4.2

3.4.3

3.4.4

3.4 Deterministische Kellerautomaten

Definition (DPDA)
Ein deterministischer Kellerautomat (DPDA) ist Kellerautomat

M= (Q,LT,0OA,qoF)
wobei fiir alle g € Q, s € Z und X € T gilt:

#(Alq,s,X)) + #(Alq,e,X)) < 1

Proposition

1. Fir alle A € L3 existiert ein DPDA M mit Lg,q(M) = A.

2. Es existiert A € L3, so dass fiir alle DPDA M: Liq (M) # A.
Definition (Deterministisch kontextfreie Sprachen)

Eine Sprache A heifst deterministisch kontextfrei,
wenn ein DPDA existiert mit Lg,q(M) = A.

Theorem Sei A eine Sprache.

A reguldr = A deterministisch kontextfrei = A kontextfrei.
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3.5 Eigenschaften kontextfreier Sprachen

3.5.1 Lemma (Pumping)
Sei L ein Alphabet und A C Z*.
Sei die Formel PUMP-CFL(A) definiert durch:

PUMP-CFL(A) 2 3neN.¥zeA. (8 = (Fuv,w,xy € I.0/0 0/ 0))

0 2 z = uwwxy
mit: S =zl >n Q=L v >1 @ £ vke N.wkwxky e A
® £ [vwx| <n
Dann gilt:
1. Wenn A kontextfrei ist, dann gilt PUMP-CFL(A).
2. Wenn — PUMP-CFL(A) gilt, dann ist A nicht kontextfrei.

—~ PUMP-CFL(A) = VnelN . 3z€A. (6/\ (Y, v, w, %,y €T (ONOAO) — ﬁe))
—-@ = Jk € N.uwrkwxky ¢ A

3.5.2 Theorem (Abschlusseigenschaften (1))
Seien A, B kontextfreie Sprachen tiber X.
Dann gilt:

1. A UB ist kontextfrei.

2. AB ist kontextfrei.
3. A* ist kontextfrei.

und, falls C C L* eine reguldre Sprache ist:

4. AN C ist kontextfrei.
5. A\ C ist kontextfrei.

Dagegen gilt:

6. A N B ist nicht notwendigerweise kontextfrei.
7. X*\ A ist nicht notwendigerweise kontextfrei.
8. A\ B ist nicht notwendigerweise kontextfrei.

3.5.3 Theorem (Abschlusseigenschaften (2))
Seien A, B deterministisch kontextfreie Sprachen iiber .
Dann gilt:

1. X%\ A ist deterministisch kontextfrei.
Dagegen gilt:
2. A* ist nicht notwendigerweise deterministisch kontextfrei.
3. A UB ist nicht notwendigerweise deterministisch kontextfrei.

4. A N B ist nicht notwendigerweise deterministisch kontextfrei.
5. A\ B ist nicht notwendigerweise deterministisch kontextfrei.
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